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Rotations et moments angulaires
en mécanique quantique

J. Van de Wielel!

Résumé

Comme en mécanique classique, la rotation en mécanique quantique est une trans-
formation qui fait intervenir le moment cinétique. La différence avec la mécanique
classique vient du fait que le moment cinétique est un opérateur vectoriel et non
pas un vecteur ordinaire, et que ses composantes ne commutent pas deux-a-deux.
Comme pour toute transformation en mécanique quantique, a chaque rotation est
associé un opérateur qui agit dans I'espace des états. L’expression de cet opérateur
de rotation dépend du type de rotation envisagée : rotation passive si on effectue
une rotation du systeme de référence sans changer le systeme physique, rotation
active si on laisse le systeme de référence inchangé mais on effectue une rotation
sur le systéeme physique.

La premiere partie (Chaps. 1 et 2) de cet ouvrage traite ces deux aspects. Apres
avoir défini la transformation géométrique associée a la rotation la plus générale,
on donne 'expression de 'opérateur de rotation dans chacun des deux cas. Les lois
de transformation des champs scalaires, des champs de vecteurs et des champs de
spineurs sont données ainsi que les lois de transformation des opérateurs scalaires,
vectoriels et plus généralement des opérateurs de rang quelconque.

La seconde partie (Chaps. 3 et 4) traite algebre des moments angulaires. On
définit les coefficients de couplage de 2, 3 et 4 moments angulaires ainsi que les
coefficients de recouplage. La notion d’opérateur tensoriel irréductible, généra-
lisation des opérateurs scalaire, vectoriel est introduite ainsi que le théoreme de
Wigner-Eckart. Les formules d’application dans des cas complexes sont données.

1. Institut de Physique Nucléaire, CNRS-IN2P3, Université Paris-Sud, 91406 Orsay Cedex,
France.
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2 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

Abstract

Rotations and angular moments in quantum mechanics

As in classical mechanics, rotation in quantum mechanics is a transformation which
deals with angular momentum. The difference with classical mechanics comes from
the fact that angular momentum is a vector operator and not a usual vector and its
components do not commute. As for any transformation in quantum mechanics,
to each rotation we can associate an operator which acts in state space. The
expression of this operator depends on whether the rotation is passive, that is we
do a rotation of the coordinate axes and the physical system is left unchanged,
or active, in which case the coordinate axes are unchanged and the rotation is
performed on the physical system.

In the first part (Chaps. 1 and 2) of this book, details concerning both aspects
are given. Following the definition of the geometrical transformation associated
with the most general rotation, we give the expression of the rotation operator for
specific cases. Transformation laws for scalar fields, vector fields and spinor fields
are given as well as transformation laws for scalar operators, vector operators and
more generally, for operators of any rank.

The second part (Chaps. 3 and 4) deals with angular momentum algebra.
We define the coupling coefficients of 2, 3 and 4 angular momenta as well as the
recoupling coefficients. The definition of the irreductible tensor operator, which
is a generalisation of scalar and vector operators, is given as well as the Wigner-
Eckart theorem. The application of this theorem to more complex cases is studied.
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Rotations passives

1. Transformations géométriques

Dans le premier paragraphe, nous allons établir les lois de transformation géométri-
ques lorsqu’on passe d’un repere (S) au repere (S’) déduit du premier par rotation.

1.1. Transformation géométrique définie par les angles d’Euler

Soit un repere (S) défini par trois vecteurs unitaires e, €,, e, orthogonaux. On
considere un second repere (S') défini par les trois vecteurs unitaires e/, e, e/,
obtenus a partir de e;, e,, e, par une rotation caractérisée par les trois angles
d’Euler v1, 2, et 73 comptés positivement ou négativement.

Les trois rotations successives sont (Fig. 1) :

— une rotation de 7; autour de Oz,
— une rotation de 72 autour du nouvel axe Oy = Oy,
— une rotation de 73 autour du nouvel axe Oz = Ozs.

Tout point M de 'espace a trois dimensions peut étre caractérisé par le vecteur
OM = r tel que :
r =ze; +ye, + ze, (1-1)

x, y et z étant les coordonnées du point M dans le repere (S). Dans le repere (S'),
ce méme point aura les coordonnées z’, 3 et 2’ :

r = a'e), +y'e, + 2 e, (1-2)

Soit RS (7v3,72,71) la matrice qui fait passer des anciens vecteurs unitaires aux
nouveaux. Nous aurons :

em/ ex
e, | = Ry (v35,72,71) ey |- (1-3)
e e,

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



4 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

Figure 1. Définition des angles d’Euler. [Definition of the Euler angles.]

Si ey, ey et e, sont les vecteurs unitaires obtenus apres la rotation de I’angle v
autour de 'axe Oz = e, on a

€, cosyp siny; 0 e,
e, | = | —siny cosyp 0 ey |- (1-4)
€., 0 0 1 e,

Les vecteurs unitaires e, , ey, et e, obtenus apres la rotation de I’angle v, autour
du nouvel axe Oy = e,, sont donnés par la relation :

€z, cosyz 0 —sinys €y,
e, | = 0 1 0 ey |- (1-5)
€., sinys 0 cosvys e

Finalement les vecteurs unitaires du systeéme (S’) sont obtenus apreés la rotation
de I'angle 3 autour de 'axe e, :

e, cosys sinvys 0 €,
’ . .
e, | = | —sinys cosvys 0 ey, (1-6)
/
e, 0 0 1) \e.,
soit :
e;/ cosvys sin~ys 0 cosvy2 0 —sin~ys cosvyi sin~vy; O [
e;/ = —sin~ys cosvys 0 0 1 0 —siny; cosvy1 O ey . (1—7)
e'z, 0 0 1 siny2 0 cos~y2 0 0 1 e,

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



. Rotations passives 5

Nous pouvons en déduire la loi de transformation des coordonnées. L’égalité :
_ o /N N
r = re; +yey, +ze,=xre, +ye, +ze,

s’écrit sous forme matricielle :

ex ex/
(zyz) |ey| = (2 y 2) e,
eZ ele
ou encore, en posant Ry = R; (73,72,71) *
e, €z
(xyz) ey = (¢ 2) Ry ey
e, €z

soit :
(wyz) = (@) (Ry).

-1
En multipliant a droite 1’égalité ci-dessus par la matrice inverse Rg , on obtient :
P e !
@y ) = @ye) | =

En prenant la transposée de la relation précédente on a :

x - x
/ o _1

Yy = 'R,g Yy

z z

La matrice R, (73,72, 71), produit de trois matrices orthogonales, est une matrice
orthogonale : son inverse est égale a sa transposée. On déduit :

X X
vl = | Rp(m2m) Y
2 z

On voit que les coordonnées d’un méme point dans les deux référentiels (S) et (S’)
se transforment comme les vecteurs unitaires.
Si on définit
Ry (93,72, m) = Ry (93,72,71)
on a les relations importantes :

’ r r r
€y Ry 11 Rp1p Rp 13 €z

/ o r r r
€ | = [ Rpa Roo Rpog €y (1-8)
/ r r r
€ Rp g1 Rp g5 Rp g €z

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



6 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

et
’ r r r
z Rp11 Rp 1y Ry 13 T

Y| = [Roo Roo Roog Yy (1-9a)

! r r r
z R g1 Rp g5 Rp g z

et d’'une maniere équivalente :

T cosys sinysz 0 cosvyz2 0 —sin~ys cosyr siny; 0 T
y' = —sinys cosvys 0 0 1 0 —sinvy; cosy1 O vyl - (1—9b)
P 0 0 1 sinys 0 cos~ys 0 0 1 z

Les éléments de la matrice de rotation peuvent étre calculés explicitement. On
trouve :

COS Y3 COS 7y2 COs Y1 —sinyz sin-y;  €OSy3 COs y2 siny1+siny3 cosy; — cos-yz sin vz

— sin 3 cos y2 cos y1 —cos y3 sin 1 — sin y3 cos 2 siny;+cosy3 cosy;  sin s sinyz

sin y2 cos y1 sin 2 sin 1 Ccos Y2
(1-10)
ou encore :
R = . .
b1 = COS7Y3CO87Y2 cosy1 — sinygsiny,
R; oy = — SIN7y3COS7Y2 COSy1 — COS Y3 SN Y1,
r
Ry 5, = sinyzcos,
R; 1o = €OS7Y3COS Y2 8In7y1 + sin~yz cos vy,
R; 9o = — Sin 73 cos 72 sin7y; + cos y3 cos 1,
r . .
Ry 5o = sinyzsinyy,
r — . :
Ry 13 = —cosyzsinyg,
r . .
Ry o5 = sinvyzsinys,
r _
Ry 55 = €OS72. (1-11)
La relation (1-9a) s’inverse pour donner :
r r r ’
x Rp 11 Rp o1 Rp z
_ r r r /
Y| = | Roia Roo Roa vyl (1-9¢)
z Ry .. RS .. R 2!

P13 P 23 P 33

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



. Rotations passives 7

Les formules précédentes qui définissent le passage de (z,y,z) a (2/,y/,2") et
réciproquement correspondent a un jeu d’angles d’Euler qui n’est pas unique.
D’autres ensembles pourront donner des rotations physiquement équivalentes. Si
on fait le changement ~; — v; + 27 n; dans les formules (1-11) ot n; représente un
entier quelconque positif ou négatif, les éléments de matrice R; i restent inchan-
gés. On peut aussi chercher les valeurs de v1’ et 3’ telles que pour tout indice 4
et j on ait

4(’73,’72,71)-

Ry (8572 = —2,m) = Ry

D’apres (1-11), pour ¢ = 1 ou 3, on devra avoir :

cosy; = —cosy;
siny;’ = —sin~y;

dont la solution est donnée par
vi' = £m + 7y + 27 n,.

Nous verrons dans le complément C de ce chapitre les relations entre 1’ et 1
d’une part et entre v3’ et 3 qui sont les mieux appropriées aux opérateurs lorsque
/

T2 = 72

1.2. Transformation géométrique définie par un vecteur unitaire
et un angle

Le passage du systeme (S) au systeme (S’) peut aussi étre défini par un vecteur
unitaire u autour duquel s’effectue la rotation et par un angle .
Considérons le triedre direct défini par les trois vecteurs unitaires vy, va, v3
tels que :
vi=u ; V3 =ViAvy ; vVvi-vyg =0.

La correspondance entre les deux triedres s’écrit sous forme matricielle :

Vi ay by 1 ey
Vo = as bg C2 €y
V3 a3 b3 c3 e,

avec
ad+bi+c? =1, az+bs+ca =1, az+bitca =1, a1a2+b1ba+crea =0,

az = bica — c1ba, bs = cias — arca, c3 = a1by — bras.

La relation matricielle s’inverse pour donner :

€, ay az as Vi
€y = b1 b2 b3 Vo
€z C1 C2 C3 V3

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



8 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

Les vecteurs e, e, et e, étant unitaires et orthogonaux, on a les relations sui-
vantes :

a1by + azbs + azbz = 0, aicy + azca + azez = 0, bicy + baca + bzez = 0,

et
a? 4 a2 4 a2 =1, b2+ b2+b2=1, Atci+ci=1.

Apres la rotation de angle v autour de 'axe vs = u, les vecteurs vy et vy seront
transformés en v et v} :

Vi cosvy sinvy 0 Vi
vh | = [ —siny cosvy 0 Vo
Vi 0 0 1 V3

3 9 3 / / / 4 / / /
Il est clair que I'expression des vecteurs e;,, e, , €., en fonction de v/, v} et v§

sera la méme que celle de e;, e,, e, en fonction de vy, vy et v3 :

! !
€, a] az as \41
/ _ !
ey/ = b1 bg b3 Vo
! !
ez, C1 C2 C3 V3
soit :
e, cosy siny 0 a, by ¢ e,
b1 by b- .
e;/ = 1r2 s —siny cosvy 0 as by co ey
C1 C2 C
efz, 3 0 0 1 as bg C3 e,

Tenant compte des relations d’orthogonalité, on trouve :

e;/ ag(l—cos y)+cosy  asbz(l—cos~y)+czsiny azecz(l—cos~y)—bssin-y e,
e;/ = | azbz(l—cosvy)—cgsiny bg(lfcos v)+cosy  bzcz(l—cosvy)+assiny ey
e'z, agcz(1—cosvy)+bs siny bzcz(l—cosvy)—assiny cg(lfcosv)Jrcosv e.
Si on exprime les cosinus directeurs du vecteur u = vg en fonction des angles

polaire 9 et azimutal ¢, on a :
as = u, = sinvcosp

bs = u, = sin¥singp (1-12)
c3 = u, = cosv.

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



. Rotations passives 9
On pose :
Ry = u2(1 — cos~y) + cos ",
Ry 5 = Ustiy(l —cosy) —uzsiny,
Ry 51 = Uauz(1 — cosy) + uysiny,
Ry |y = Uatty(l — cosy) + u, sinvy,
Ry 5y = ui(l — cos7y) + cos,
RY 55 = Uytiz(1 — cosy) — ugsiny,
Ry 13 = Ustiz(1 — cosy) — uysiny,
Ry 53 = Uyz(1 — cosy) + ugsiny,
Rp 33 = u?(1 — cos7y) + cos 7. (1-13)
Alors : . . .
/
€y Rp 11 Roiz Ry €z
/ _ r r r
€| = | Roor Rooy Rooy €y
/ r r r
€ Ry 31 Ry 32 Ry 33 €z
d’oli : / R r
x P11 P12 Vp3 x
r r r
Y| = | Roa Roo Roog Yy (1-14)
2 R 51 Ro 30 Rp 33 o
Cette relation s’inverse pour donner :
r r r
z Rp 11 Rpo Rogy !
r r r
Y| = [RoizRoos Rpso vl (1-15)
2 R . RL .. R Z

P13 p 23 P 33

Remarque. Si on remplace respectivement x, y et z par ug,u,, u, dans la rela-
tion (1-14), on trouve :

= .. (1-16)

/
Uyr = Ug y UIZUy y u

2. Transformation d’un champ scalaire

2.1. Définition

Soit f(x,y,z) la valeur numérique d’une fonction en un point M déterminé par
ses coordonnées dans le repere (S). On sait comment se transforme la fonction f

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



10 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

dans une rotation quelconque : si 2/, ¢’ et z’ sont les coordonnées du méme point
M dans le repere (S8), il suffit de remplacer les anciennes coordonnées en fonction
des nouvelles dans 'expression de f(z,y, z) :

f@y,2) = fa@,y, ),y Y, 2), (a",y, 7)) = g(a’,y/, ).

Cette définition s’interprete bien en terme de mécanique quantique. Supposons
qu’une particule sans spin soit dans un état physique bien déterminé. Cet état est
décrit dans le repere (S) par un ket | @). L’amplitude de probabilité de trouver
la particule au point M de coordonnées x, y et z dans le repere (S) est égale a
la valeur @(z,y,2) = (z,y, z | @). Dans le repere (S’), le méme état physique
est représenté par un nouveau ket | ¢’ ). L’amplitude de probabilité de trouver la
particule en M est alors égale & &' (', v/, 2') = («/, v/, 2 | " ). Or cette amplitude
dépend du systeme physique, c’est-a-dire du point M mais pas du repere. On aura
donc :
(@, y, 2" | ') =D'(2,y,2")
= &(z,y,2)
=(z,y, 2 | ?).

A . 7’ 7’ . . 7 . Ar .
A la rotation géométrique passive R; correspond un opérateur quantique Rp agls-
sant dans 'espace £F. Par définition, on aura les relations suivantes :

r RE
| ¢) = R, | &) =|d) =D ") (1-17)
avec
Rl‘
b P(ml’yl’zl) = Q)(xa?ﬁz) (1_18)
' T
y | = R; y (1-9a)
2 z

Exemple. Supposons que la particule soit dans un Qéta2t pglysique décrit dans le
repere (S) par le ket | @) tel que &(z,y, z) = e~ 4@ +¥7+274+229) " Dans le repere
(8') obtenu dans une rotation d’'un angle 8 autour de 'axe Oy, on a :

x = cos Bz’ + sin 37’
!
y=y
z = —sin B2’ + cos B2’
ce qui donne :
B(a,y, ) = e—ala 442

12, 12 2 ’or v RY
@(l’,y,Z) _ efa(z +y' " +2"" 422"y cos f+2y’2" sinB) _ v p(x’,y’,z’).

Le membre de droite qui a la méme valeur numérique que le membre de gauche
donne la forme analytique dans le nouveau repére.

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



. Rotations passives 11

2.2. Propriétés générales de I'opérateur de rotation

r 7’ . .
Rp est un opérateur unitaire :

RY * RY
[o @y e ey @ = [0 v dedyds

relation qui s’écrit encore :

R}, R, ~rt ar
o |v") =¥ = |R, R, |¥)
soit : :
R R, =1. (1-19a)
On admettra pour l'instant que I'on a également :
~r ~rt
R,R, =1 (1-19Db)

L’unitarité de 'opérateur de rotation quantique entraine la conservation du pro-
duit scalaire :

@™ o™y = w | BR | 9) = (|9 (1-20a)

D’apres la définition du ket transformé, nous avons :
RE AT
(@, y, 2 | w7) =y, | R W) = (2,y, 2| ¥)
d’ou : .
(@2 | Ry = (2,9,7 |
soit .
R, |r)=|r1") (1-20b)

Il y a de plus un homomorphisme entre les rotations classiques et quantiques. On
a en effet :

Ry I r) =] Ry, (x)

Ry, Ry, | r) = RII;Q | R?n (r)) = (R;QRgl) (r))

AT
. s s N . . Ly r _ r r
Soit R, l'opérateur associé a la transformation géométrique R'y,,p, = (RPQRpl),

par définition, on a :
.

(RE,RE,) () | @) = (Rp,RE) () | By | @) = (r | @)

cette relation étant vérifiée quel que soit le ket | @), on a :

R R (1)) = BT | (RE,RE) () =| v)

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



12 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

ce qui donne finalement
~rT  ar Ar
R, (Rp2 Rpl) = 1.

L’inverse d’un opérateur étant unique, on a :
R, =R, R, . (1-21)

AT AT
9 , ez N . r 2, .
L'opérateur R, associ¢ a la rotation R'p,p, est donc égal au produit de R,
AT

par Rp1'

2.3. Forme explicite de I'opérateur de rotation

Opérateur défini en fonction d’un vecteur unitaire et d'un angle

Dans une rotation infinitésimale, la loi de transformation des coordonnées s’écrit :
/ !/ /
= +(uyz’ —uzy),

y =y +y(ua’ —ug?),
z =2 +y(ugy’ — uyz’).
On a alors, par définition :

U@y, ) = Ve, 2) = (o + Ady + Ay, 2+ AY)
=v(,y,2) +A

avec

A=xy ( (uyz' — Uzyl)%(x', v, 2") + (ua’ — up2)—

ou encore
ov
A= Y (Uz [ylﬁ(x/a y/a Z/) - Z/_/(ljay/a Z/):|
ov
+uy {Zlﬁ(x/ay/azl) lj?(x/ay/azl)}
ov 0
+ Uz |:I/8—yl(I/,y/,Z/) Yy B ,(mlaylazl):| )
Cette égalité devient :
RY, 7
Uy, ) = (1 + =y u- LY,y 2),

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



. Rotations passives 13

L étant Popérateur moment cinétique orbital. L’indice supérieur ” ' 7 qui

intervient dans ’écriture de l'opérateur moment cinétique orbital L correspond
au méme indice supérieur des variables 2/, v’ et 2’ :

Ch(,0 ,0
_n(,0 0
_n(,0 0
Lz/zi (xay’_yax).

La loi de transformation s’écrit alors :

r

0" (0, 2) = (1 F i L) P2,y 7). (1-23)
Cette égalité étant vérifiée en tout point, on a :

ar R, 7
R, |¥)=|V¥ ") = 1+ﬁ'yu~L | )
d’ou : .
AT (3
R, =1+ 7y L
Les rotations autour d’'un méme axe commutant, on peut intégrer I’équation :

i

R(y +dy) = R(dy) R(y) = R(y) + dR = (1 v

dy u- L) R(v)

dont la solution est : . /_
Rp = eéyu-L . (1'24)

Opérateur défini en fonction des angles d'Euler

Nous allons supposer que les trois angles d’Euler 1, v2 et 73 sont suffisamment
petits pour pouvoir faire un développement limité. Les relations siny =~ v et
cosy =~ 1 —~2/2 donnent au second ordre :

Ry =1=m%/2=%%/2 —3%/2— 1,
Ry =~

Ry = 12

Ry 1o =71+ 73,

Ry gy = —13m +1—=m%/2—-73%/2,
R; 5 = V2715

er) 3= 2

Ry 53 = V3725

r _ 2
RPBB—].*’}/Q /2

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



14 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

Comme dans le cas précédent, d’apres (1-9¢) qui exprime les anciennes coordonnées
x, y, z en fonction des nouvelles z’, 3/, 2/, on obtient :

RT

U (Y2 = U(n,y,2) = W2 + Ax Yy + Ay’ 2+ A
avec
Ar' =y — (13 +7) Y — (22— 2%/ 2 =732/ 2+ y3m) @/,
Ay = (y3+7)x" +72m) 2 — (s + 132/ 2— 72/ 2) Y,
A2 =3y —yex —y2/27.

Un développement en série de Taylor au second ordre s’écrit :

V(o + Ay + Ay 2+ A =0y )

ov ov ov
Ar' — + Ay — + A — + A(2™
+ xax’+ yay’+ Z82’+ @)
avec :
1 2 02U 2 0?0 20?0
nd
2y 2y 2y
+ 242" Ay’ 0 + 242" A 0 +2Ay'Az'a—}~
0z'0y’

oy’ ox! 0z'0x!

En ordonnant suivant les puissances de vy, on trouve

0 0
y'/(x/ + AII, yl + Ayla ZI + AZ,) = y'/(xl, yla ZI) + At (Ila_y, - yl%) W(‘rla yla Zl)

0 0 0 0
+ 72 (5% - x’g) (' y',2") 4+ 3 (x’a—y, - y’@) (' y', 2"

+ 7271 ta1 + Y371 ta1 + Y3Ya taz + 712 tin + e’ tae + 3% tas

avec
to1 = |:Z/ 8?/ - ylzlé)?sz/? + z'2 By(?;x’ + a:’y’ Bz?;c’ - le Bz(?;y’:| LD(LL'/, y/’ Z/)’
t31 = [—JU' 0";, - y’ai, + 9'2 ‘2;2 + 2 822 — 27"y Dy?QI,] vz, y, 2",
32 = |:y/ BZ’ - y/Z/B?;Q + z'2 By(?;x’ + a:’y’ 82?232/ - le Bz(?;y’:| LD(LL'/, y/’ Z/)’
ty = 3 [—x’aam, +y? ,?62,2 + 2 8?;2 — 2x’y’8y‘?§)z, — 0‘?!,} Uy, 2,
tog = % [fx’ai, Jrz’z%z +x’2%; - 2%’2/% - z’aaz,} U(x'y, 2,
t33 = % [_Ila{i' + y'2 ,?jz + 2 8?;2 — 2x'y'% — y'a‘z,} Uy, 2.

Les différents termes ¢;; peuvent s’écrire sous la forme d’un produit de deux com
posantes de I'opérateur moment angulaire orbital. En réarrangeant ’ordre de ces
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. Rotations passives 15

termes, ['égalité entre la fonction originale et sa transformée s’écrit :

RT

vy ) =w (Y, ) + %(’Yle/ + 2Ly + 3L )W (2, )

1
— 3Ly L + Y3v1L? 4+ v3y2 L Ly )W (2, Y, ')

= (7L 492 Lyt 4t Ly )
soit encore :

RT

v p(mlaylazl) = OA(’Y?M 725 ’71) W(xlaylazl)
avec

7 1 9, 2
O(y3, v2, M) = (1 + E’Y?,Lz' - 2_/"1273 L. )

i 1 5 5 i 1 5
X <]. + ﬁ")/QLy/ — 2—h2’)/2 Ly/ ) <]_ -+ ﬁ"yle/ - 2—7?‘2’)/1 L, .
Cet opérateur est égal au produit des développements limités jusqu’au second ordre
de 3 opérateurs de forme exponentielle. Nous admettrons que pour des rotations
finies, on a :

R i i i
4 P (:E/, y/’ Z/) _ eﬁ73LZ'GHV2LH'QEVILZ'LD(3:/,y/, Z/).

L’opérateur de rotation en fonction des angles d’Euler est donc :

AT

Rp:e

e

Yalzgrv2Lly g1l ) (1_25)

Cet opérateur est bien unitaire et 'ordre des angles v dans I'expression ci-dessus
montre ’homomorphisme qui existe entre les rotations classiques et quantiques. Le
développement limité au second ordre est essentiel pour éviter des erreurs dans la
détermination de 'opérateur de rotation. En effet, le développement au premier
ordre ne fait intervenir que la somme des composantes de 'opérateur moment
cinétique orbital. Par contre, au second ordre, il apparait une somme de produits
de deux composantes : en particulier, on peut noter que les produits L,/ L, et
L./ L, qui sont différents sont multipliés respectivement par 271 et par 372, ce
qui fixe sans ambiguité possible la position de v, et v3 dans (1-25).

2.4. Matrices de rotation

Propriétés des états propres de L? et de L,

Dans de nombreux problemes de physique il est plus avantageux de travailler en
coordonnées sphériques. Un point quelconque de I'espace est alors déterminé par
Pensemble (7,9, ¢). L'état du systéme physique dans le repere (S) est donné par
U (r,9,¢) que 'on peut écrire :

W(r,d,¢) = R(r)Y," (9, ¢). (1-26)
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16 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

Dans le nouveau repere (S’) la forme analytique de la partie radiale reste inchangée
puisque ' = r. Toutes les propriétés de transformation seront localisées dans
la partie angulaire exprimée par les harmoniques sphériques. Soient | I'm) les
vecteurs propres des opérateurs L2 et L, avec les valeurs propres respectives 121 (I+
1) et Am. On a :

Yyn(ﬂv(p) = <19a90 | Zm> (1'27)

L’opérateur de rotation, défini soit en fonction de la direction u de I’axe de rotation
et de I’angle v soit en fonction des angles d’Euler, commute avec L? mais non avec
L.. En conséquence, sile ket | Im) décrit la partie angulaire du systéme physique
dans (S), la relation de fermeture

0o l
SN imy(im' =1 (1-28)
=0 m'=—1

permet d’obtenir dans (S’) :

l

RT

Ryl im) =[[tm] ") = > (Im' | Ry|im) | Im'). (1-29a)
m’'=—1
On définit alors : .
(m’ | By | lm) = M3, (P) (1-30)
et la relation précédente s’écrit :
v .
R | im) Z MY Py | im'). (1-29b)

Il faut remarquer que la sommation a lieu sur les lignes et non sur les colonnes
comme dans le produit habituel de deux matrices.
Dans les cas ol la rotation est caractérisée par les angles d’Euler, Wigner a

O]

défini la matrice de rotation D, (P ;~3,72,71) par (voir la relation (1-C38)) :

DY (P, ye,m) = (Im/ | errsbeinlueinls | 1m), (1-31)

On peut alors en déduire la loi de transformation des harmoniques sphériques :

REY RT
Lo | im] ) = [y ¢
¢ | lm> Y™ (9, ¢)
9,0 | S DY (P, e, ) | Lm)
= Dfn),m(Pwsﬁzm)@?'aw’ | Im')
= DY (P2, )Y ()

53

W,¢ | Ry | Im) =

fo

(
(0,
(

d’ou le résultat :

VW) = > DL (Piysne,m) ¥ (9, ¢), (1-32a)
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. Rotations passives 17

Cette relation indique que la valeur d’une harmonique sphérique dans [’ancien
systeme est une combinaison linéaire des harmoniques sphériques de méme [ dans
le nouveau repere. Les coefficients de cette combinaison linéaire sont donnés par
la matrice de Wigner associée a 'opérateur de rotation.

Cette relation s’inverse pour donner :

Y (o Z DO (P32 31) V™ (9, 9). (1-32b)

m=—I

L’égalité ci-dessus signifie que la valeur d’une harmonique sphérique dans le nou-
veau repere est une combinaison linéaire des harmoniques sphériques de méme [
dans D'ancien repére. Les coefficients de ce développement sont donnés par les
éléments de matrice de la rotation inverse.

D’une maniere générale, on a les relations suivantes :

Lpl’m T, 19 90 - Z D,m m 773772771) Wlm’ (T, 19/7(101) (1-333‘)
m'=—1
et
l *
Do (r, 0, ) =3 D (Piys,72,m) Y (1,9, 90). (1-33b)
m=—I1

Relations entre les harmoniques sphériques et les matrices de Wigner

(o) Soit M le point de coordonnées x = rsindcosp, y = rsindsing, z =
r cos?) dans le repeére (S). Si on passe au systéme (S’) par :

— une rotation de y; = ¢ autour de Oz,
— une rotation de 7o = ¥ autour de Oy,
— une rotation de 3 quelconque autour de Oz,

le point M aura comme coordonnées 2’ = 0,y = 0, 2/ = r. La loi de transfor-
mation des harmoniques sphériques donne :

v Z DY) (Piys, 2 =0, = ) Vi (9 =0,¢)
mais :
/ 20+ 1
Yy (¥ = N = A ——= 5, 1-34
" =0,¢) =\ G (1-34)
d’ou :

m 20+1 ¢
Y(0,0) = \/ =5 Dom(P i3 =0 = @), (1-35a)
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18 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

En utilisant la définition de 1’élément de matrice de rotation réduit

dV (P;9) = (Im/ | en?Lv | Im) (1C-39D)
on a :
m 20+ 1 im
Y (0,0) = /T o (P50) €. (1-35h)

(8) Soit M le point de coordonnées z = 0, y = 0, z = r dans le repere (S) et
soit le repere (S’) obtenu en faisant successivement :

— une rotation de y; quelconque autour de Oz,
— une rotation de v = 1’ autour de Oy,
— une rotation de v3 = ¢’ autour de Ozs.

D’apres la loi de transformation des coordonnées :

!

' = —rcosg’ siny = rcos(m—¢')sind’
/

y' = rsing’sinty’ = rsin(r — ¢')sind’

2 = rcos?

d’ou :

l
Y m—¢) = 3 DY Pz =0 =9m) Y (9 =0,9).

m=—1

D’autre part,
YT —¢) = ()" Y (0 ) (1-36)

ce qui entraine :

m' m’ 21+1
Ve = (=1D)" 4/ ?Dg@)’o(P;% =@\ v2=0,m) (1-37a)

/ / QZ ]. . ’o 7
) = (B py e e
m

3. Transformation des observables dans &'

et

3.1. Définition et propriétés

Pour commencer, considérons un opérateur local quelconque Q Si ¥(r) est la
fonction d’onde d'un champ scalaire, I'action de l'opérateur O sur le ket | ¥)
donne un nouveau ket | @) = O | ¥) tel que O(r)¥(r) = &(r).
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. Rotations passives 19

Nous avons vu que pour trouver la transformée d’une fonction quelconque
dans une rotation, il suffit de remplacer les anciennes coordonnées en fonction des
nouvelles :

O)¥(r) = &(r) = &(r(x') = @ Ir’(r’)

Si on définit :

"(r') = O(x(r)) (1-38)
on a alors :
0o " () = O@r)¥(r). (1-39)

L’opérateur O™ est le transformé de I'opérateur O dans la rotation faisant passer
du repere (S) au repere (S’). On obtient en remplacant dans Popérateur O(r) les
anciennes coordonnées en fonction des nouvelles. La transformation a1n51 définie
est telle que les valeurs numériques de O dans (S) d’une part et de O™ dans (&
d’autre part restent les mémes.

La relation (1-39) s’écrit dans la notation de Dirac :

Ot ety w10 W
(" | | )=(r O] V)

ArT AR AT

—(r|R)OR, | W) (1-40)

et la loi de transformation des observables est donnée par :

(1-41)

Il est clair que la définition de I'opérateur transformé et la relation ci-dessus restent
inchangées si on retire I'hypothese de la localité. Sl O, | LD> | @) representent des

grandeurs physiques dans le premier repere et o™ | o' )y P ) les grandeurs
correspondantes dans le second repere, on a :

W 10" 7)) =/
O| ). (1-42)
3.2. Opérateurs vectoriels et tensoriels

(A) Exemples

(o) Transformation des opérateurs X, Yet Z

Soit le point M de coordonnées (z,y,2) dans le repere (S) et soit | ¥) un ket
quelconque. D’apres la définition de 'opérateur X on a :

<:L'7 Y, 2, | X | Q;> = x@(:p,y,z) = :L'<£L‘, Y, Z7| LD> (1—43&)
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20 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

et de méme :

(g, 2 | Y | W) = y¥(z,y,2) = ylz,y, 2, | ¥)
(x, y, 2, | A | @) = 2P(x,y,2) = z(z,y, 2, | ¥).

(1-43b)
(1-43c)

A ~ RY
Le transformé de l'opérateur X sera X °

@y, | X e

tel que :

=(z,y, 2| X|¥)

=z V¥(z,y,2)
:xQ?R"(:E',y’,z')
=a(d,y, 2| U

De plus, on peut exprimer x en fonction des coordonnées de M dans le nouveau
repere (Eq. (1-9¢)) :

r = RE

! r
pn® + R

! r !
pn ¥ T Rpg 2
On en déduit :

@y, 2 | X7 0T = (R

! / / 0! R;
b a Ry Ry, )y 0,

Soient maintenant X’ , Y’ et Z' les opérateurs définis par les mémes relations que
X, Y et Z mais pour un observateur dans le repere (S') :

@,y 2 | X0 = Wy ) =2 @y, 2 | P (1-4da)
@y, 2 |V ) =y Ty ) =y A ) (1-44b)
@y, 2| 2| v ) =2 v (@, y, ) =2 (2, y, 2| w'" ). (1-44c)
On a donc :
5B IS 2 _ r o/ r % r S
X = RpXRp _anX + Rp21Y + Rpng. (1-45)
Par un raisonnement analogue sur les autres composantes, on trouve :
X X" RXR
- ~ RY Ar A AarT
vy | — |7 = | RYR, (1-46a)
7 5 Ry Ar s oart
RPZRp
avec : )
RpXRp R; 11 R; 21 R; 31 X!
AT ~ arT r r r 9
R)YR, = | Ro1aRoon Rogy Y (1-46b)
ﬁ;Zﬁ;T Rp 15 Rp oz Rp 33 z
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. Rotations passives 21

Si on considere la loi de transformation des formes analytiques, les relations (1-46a)
et (1-46b) deviennent :

X R Rpoy Rp 31 X
Y — [ Ro 12 Roas Ro s Y (1-46¢)
Z R 15 Rp o3 Rp g3 Z
(8) Transformation des opérateurs b, Py et P,
Comme au paragraphe précédent, nous avons :
@y S P ) =y, 2 | P | )
how how"

ST YA @hE) (4D
mais on sait que :

O w0 oo 00

or  Ox Ox' +%8y’ +%$

r r a r a
=Rpyy VAR Rpn oy + Rps 92
soit :
SR RE h . 0 r 0 r 0 Ry ’
<.Z‘Iayla25l,|Pa: |y7 >=;< pll%—FRPQla_y/—’—RPBlw)w (.Z‘l,yl,z).

Si ]595/, Py/ et P, sont les opérateurs définis par les mémes propriétés que ]595, Py
et P, mais pour un observateur dans le repere (S'), on a

SR r B r ® r P
P? =Ry, Po + Ry, Py + Ry P (1-48)
Avec les autres composantes, on en déduit :
. ~ RY AT A oart
P, By R PR,
p ~ RF o Ar A arT
v | — | BT | T | RPER, (1-49a)
5 ~ R; AT A~ arT
P P, R PR,
avec : )
Ry PR, R; 11 R; 21 R; 31 Py
Ar oA oArT _ r r r >
R,P/R, Rp 19 Rp oy Rp gy Py 1- (1-49b)
]%; AZ]%;T Rp 13 Rp oz Rp g3 1%

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



22 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

La loi de transformation des formes analytiques s’écrit donc :

P, RY  RY_RE P,

P11 P21 P 31

P, | — [Ry,, Ry, RS P, |. (1-49¢)

P12 P 22 P 32

P, R 13 R og Ro a3 P

(v) Transformation des opérateurs Ly, Ly et L.

On peut utiliser les résultats précédents pour calculer les transformées des compo-
santes de 'opérateur moment cinétique orbital. Par exemple, pour la composante
suivant 'axe Oz :

L = RLE = RVvP. - 2R
Ar s oart ar oo oo ooart
=R)Y Ry - RpTZPpr T T
=RYR, R,P.R, — RZR, R PR .

Chacun des produits peut étre développé en utilisant les relations (1-46b)
et (1-49b), ce qui se traduit par :

L = (Ry &+ RE V' +RE 2 )(RY Lo +RE Py +RE Pur)

P12 P 22 p32” J\/*py3 po3’y P33~ %
r i r A r ! r r r
(R 13X+ Ry YV Ry, 32" ) (R, o P + Ry oy Py + Ry, g, Por)
=Ry 1,Rp 23(X/ijl - Y/{Dz’) + Ry oRp 33(X/?Z’A N Z/{DI/A)
+Rp Ry 13(}f/€)w' - ‘)A(Il?y') + Ry oy R 33(¥I1?Z' B ?I]?y')
+R, 32R; 13(ZIP32’ - X'P.) + Ry 32R; 23(Z1P’y' - Y'Py)
= LI’A( pzrsz 33 Ry 3r2Rp 23) + Ly (R 3, Rp 15— Ry 15Rp 33)
+ L (Rp 12Rp 23 Ry 22Rp 13>'
Mais : . . . . . .
(1) Rg 22er> 33 RI; 32R13 23 Rllg 11
(11) Rg 327°P13 Ir>12R13 33 Rllg 21
(i) Ry oRpos — RopRpis = Rey
d’ou : :
AR; oal o r T r T r T
Ly® = RyLyR, = Ry, Lo + Ry, Ly + Ry, Lo (1-50)
On a alors :
i 5 RL R
L, Ly p-zitp
~ ~RT AT A A[‘T
Ly | — | Ly» | = | RLyR, (1-51a)
i. e -
L. R,L.R,
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avec : :
RyLo Rty era 11 erv 21 R; 31 Lo
AT A ArT r r r T
R,LyR, = | Ro 12 Rp oo Rp gy Ly |- (1-51b)
g;ﬁz‘fgf Rp 13 Rp oz Rp 3 L
La loi de correspondance s’établit donc par :
Ly Roi Roor Rp s Ly
L, | — [R,, R, R, L, (1-51c)
L, R; 13 RE 23 RE 33 L.

(B) Définition

Les opérateurs (X, Y, 2), (]51, py, PZ) et (]51, Py, ]52) se transforment de la
méme maniere : ce sont des opérateurs vectoriels. La loi de transformation qui leur
est associée est particulierement simple : soit V un opérateur vectoriel quelconque.
Il est défini par ses composantes Vx, ‘A/y et V, dans le repere (S) telles que :

Ax = v'eza
y = V-ey,
V.= V-e,. (1-52)

Pour un observateur dans le repere (S'), la forme analytique de chacune des com-
posantes devient une combinaison linéaire des autres composantes :

VI R; 11 R; 21 R; 31 VI

>
>

Yy — | Ry 12 Ry 22 Ry 32 Y (1-53)
|2 Ry 13 Ry 23 Ry 33 Vz

Soit maintenant un vecteur unitaire quelconque n. On peut définir 'opérateur
V., par :

Vo, =V:-n (1-54a)
on a donc : R . R R
Vi = naVe + nyVy + n. Ve (1-54b)

oll ng, Ny et n, sont les trois composantes du vecteur n dans le repére (S). Alors
la loi de transformation s’écrit :

V.n = Vn — Ny (R;n VQSA_‘_ R;21 ‘731:’— R;?;l ‘A/ZA)
+ny (R;m Ve + R£22 Vy+ Ry V2)

" " P32 %
12 Ry 13 Ve + Rpopy Vi + Ry g V2)-
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24 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

Si on regroupe les différents termes suivant les composantes cartésiennes de I’opérateur
on obtient :

Vi — (naRY . 4+nyRE 4+ n.RE ) Vo + (naRy o, + 1y Ry, + 0y )V,

P11 P12 P13 P22 P23
r r
H(naRy 5y + 1Ry, g + 1Ry, 33)

= nA;,Vgc—i—n;/‘@—i—n’z/Vz
= V.n

ou 1’ est le vecteur n vu par un observateur dans (S’) (relation (1B-15a) appliquée

au vecteur n). En conclusion, la loi de transformation d’un opérateur vectoriel est

donnée par

A~ A~ ’

V:n— V.n . (1-55)

(C) Opérateurs tensoriels irréductibles

Comme pour un vecteur ordinaire, on peut définir les composantes standard d’un
opérateur vectoriel (complément B) :

= —= (=) (1-56)

et réciproquement

N 1 N N
Ve=—7(V_
\/ﬁ( 1 1)
V.=V
Vy = L(Vl + V). (1-57)

V2

Dans le repére (S’) on a des relations analogues entre les coordonnées cartésiennes
et standard :

7 = L iy = SE[(RE, VL o+ R V4 RE V)
NG y VAR P21 P 31
(R;u rl’ + Rgzz VI + R£32 VI”
c’est-a-dire :

W = 2R 55 (7 =) + Ry i (74 770+ R, W)
N NG P21 ' 5 P31
{REMJFR;%JFZREQ R£21:| 7 [R;?AJFZR;&} 7

2 2 V2 0
n [R;m . Rou _ZR;U;R;m] v,
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On retrouve la méme loi de transformation que pour un vecteur habituel (1B-17) :

AR‘" N (

. . R
Vi* = DY (Piys,792,m) Vi + DSY(P533,72,71) Vg + DY L (P 53,70, 11) V2o

et en général on a pour un opérateur vectoriel :

1
ST DY (P s, 2, m) Vi (1-59a)

v/=—1

On peut définir d’'une maniére plus générale par Tk un opérateur tensoriel irré-
ductible d’ordre k dont les composantes se transforment suivant les relations :

AT ~rt k
TT]’CW - RP TIICQRp = m Z Din)m ,73;72771)T7,i€/ . (1—60&)

m/=—

Dans cette formule il faut remarquer que 7' et 7" ont la méme forme analytique
mais sont vus par des observateurs dans deux reperes différents.

En particulier, les harmoniques sphériques Y (1, ¢) en tant qu’opérateurs sont
irréductibles et d’ordre [ :

i R

"9, p) — ROY"(0,0) Ry = [me o) "

= Z Dm m 7’73’727'71) (19, I) (1—61)

m'=—I

La loi de correspondance entre les formes analytiques s’écrit pour les cas précé-

dents :
1

Vl/ - Z DS)V(P;PY&PYZ?PH)VU’ (1_59b)
v'=—1
et
k
Ty — Z D) (P s, y2,m) T, . (1-60b)
m/'=—k

4. Transformation d’un champ de spineurs

On sait que les nucléons — protons et neutrons — sont des fermions et possedent
un spin intrinseque s = 1/2. Les lois de transformation données pour un champ
scalaire ne s’appliquent donc pas. Nous allons dans un premier temps envisager
uniquement les lois de transformation des spineurs puis ensuite des champs de
spineurs.
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26 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

4.1. Loi de transformation dans &°

(A) Transformation des spineurs et opérateur de rotation

Soit une particule de spin s quelconque. Son état est caractérisé dans I'espace
intrinséque £ par un ket | s m). A la rotation qui fait passer du repéere (S) &
(8") correspond l'opérateur quantique R; Si la rotation est définie par I'angle de
v et laxe u, il s’écrit v

Ry = emS (1-62)
Dans le cas particulier o s = 1/2 cet opérateur s’écrit simplement en fonction des

matrices de Pauli (1C-1) :

~S -y

R, = e"2"7 . (1-63)
En développant en série de Taylor et en utilisant la relation
(0-A)(o-B) = A-B+ioc-(AAB) (1-64a)

qui s’écrit dans le cas particulier :
(o-u)(o-u) =1. (1-64Db)

L’opérateur de rotation pour une particule de spin 1/2 a une forme particuliere-

ment simple :
R =costT +isint o-u (1-65)
P 2 2
ou I est la matrice identité a 2 lignes et 2 colonnes.
On peut aussi exprimer cet opérateur de rotation en fonction de I'opérateur de

spin S = (h/2)o :

R; = COS%I —I—Qﬁ sin% S-u . (1-66)
Lorsque 'opérateur de rotation est défini par les angles d’Euler, on a :
1:2; — e 13521125y 1Sz ) (1-67)

Sil’état du physique est décrit dans le repere (S) par le ket | s m ), dans le nouveau
RS

repere (S’) le méme état physique sera décrit par le ket | [s m] © ) tel que :

RS

| sm) —]| [sm)] p>:]:2;| sm)
- Z [R; ]m"m| Sm/>' (1'683')

En particulier pour une rotation définie par les angles d’Euler, on a :

| sm)—| [sm] ") =E| sm)

= Z ’Dv(v?m(P;’Y?n’YZa’yl) | Sm/>~ (1—68]3)
s

m/=—
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Remarque. Bien que le but principal de ce paragraphe soit de traiter les trans-
formations des champs de spineurs a deux composantes, c¢’est-a-dire des champs
associés aux particules de spin s = 1/2, on peut noter que les relations (1-62),
(1-67), (1-68a) et (1-68b) sont générales et restent valables pour un spin quel-
conque. Il en est de méme pour la loi de transformation des observables qui sera
donnée au paragraphe suivant (relations (1-75) et (1-76)).

Ezemple : s =1/2.

Soit n un vecteur unitaire déterminé dans le repere (S) par ses angles polaire ¥ et
azimutal ¢. L’opérateur S-n = S;n, +.Syn,+S5.n. s’écrit sous forme matricielle :

A cos? sinde”
S n=— _ . (1-69)
sin¥e'®  — cos

La diagonalisation de cette matrice donne deux vecteurs propres notés
| 1/2 1/2), et | 1/2 —1/2),  avec les valeurs propres respectives 7/2 et —h/2.
Ces vecteurs propres se développent sur la base des états propres de 'opérateur S, :

| 1/2 1/2>n:cosge*w/2| 1/2 1/2)+singew/2| 1/2 —1/2), (1-70a)
| 1/2 71/2>n:fsinge’w/2| 1/2 1/2>+cosgew/2| 1/2 —1/2). (1-70b)

Soit (S”) le repeére obtenu par une rotation de 'angle ¢ autour de I'axe Oz suivie
d’une rotation de 'angle ¥ autour du nouvel axe Oy. Il est clair que dans le
nouveau repere, le vecteur unitaire n coincidera avec ’axe Oz. Supposons que
dans le repere (S) la particule de spin s = 1/2 soit dans I’état quantique décrit par
leket| 1/2 1/2),. Dans (S’), ce méme état sera représenté par le ket | 1/2 1/2).
Nous allons retrouver ce résultat a partir du paragraphe précédent :

~ S v i A . 9 . ~S
Ryl 1/2 1/2),, = cos e YRR 1/2 1/2)+81n§ew/2Rp| 1/2 —1/2).
(1-71)
Mais d’apres Iéquation (1-68b) et la forme de la matrice de rotation donnée
par (1C-8), ona (y1 =@, 72 ="V et y3 =0) :
A® U io2 Vg
R,[1/2 1/2) = cosae‘p | 1/2 1/2>—sm§e¢ | 1/2 —1/2) (1-72)
et
i U /2 v /2
R,[1/2 —1/2) = sin e #re11/2 1/2)+cos§e “re11/2 —1/2)

(1-73)
d’ou le résultat attendu :

R 1/2 1/2), =| 1/2 1/2). (1-74)
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(B) Transformation des observables

La loi de transformation des observables agissant dans l’espace des spins intrin-
seques est la méme que dans l'espace ET :

A RY A5 A asT
O =R,0R, (1-75)
tel que :
(s m] " [0 [[sm]")=(sm|O|sm) (1-76)

Ezxemple. Le cas particulier défini dans le paragraphe précédent va nous permettre
de mieux comprendre cette loi de transformation. Si un observateur dans le re-
pere (S) effectue une mesure de la grandeur physique représentée par 1'observable
S - n, le résultat qu’il obtiendra sera donné par la valeur propre associée a 1’état

propre | 1/2 1/2), -

0, = 1/21/2] S-n|1/2 1/2), = 2. (1-77)

s
Ry

Puisque cette valeur est la valeur propre de lopérateur transformé (S -n)
d’apreés (1-75) et (1-76) et que 1’état propre transformé est | 1/2 1/2), on en
déduit que :

(S-n) " = 5. (1-78)
ou S, est 'opérateur défini de la méme maniere que S, mais pour un observa-
teur dans (S’). Nous allons retrouver ce résultat a partir de la définition d’une
observable transformée :

RS

(S-n) " = er?Sver?S: (§.n)e 795 o 7S . (1-79)

On peut exprimer ces différents opérateurs en fonction des matrices de Pauli :

; 9 9 ;
en Sy = cos 5 I+ Sin§ oy;  en?d = cos%IJrz' sin% 0. (1-80)
; ; 9 9
e 795 = cos 2T —isin 2 o.; e 7% = cos— I —isin— o (1-81)
2 2 2 2 Y

d’ou :

A S

¥ ¥ ¥
R, = cosacosf—i sin = sin £ or +i sin = cos £ oy +i cosising o, (1-82a)

2 2 2 2 2
et :
I:EST—cosﬁcosf—i—isingsingo —isin—cosfa —icos—singo
P22 27277 2 27 =
(1-82b)
De méme pour 'opérateur S - n :
h
S-n = E(sinﬁcosgo 0y +sinvsing o, +cosd o) (1-83)
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ou encore en fonction des angles /2 et /2 :

J J 9 9
S'n= hsini cos— (1 — 251n2£) 0y + 2N sin — cos 5 Singcosg oy
h J
+5 (1— 2sin2§) o.. (1-84)
En utilisant les relations :
Oy, = 10y ; 0.0y = —i0y (1-85)
on trouve :
R; h / / U
(S'm) = 5 (a+boy+coy+do, ) (b og+coy+d o, )(a—boy—coy—do. ) (1-86)
avec :

a:cos—cosf
2 2

0, 0, 0,
b= —isin sin® b = sin— cos — (172Sin2£>
2 2 2 2 2
I % PP S R B
¢ = 1isin— cos = ¢ = 2sin— cos — sin = cos —
2 2 2 2 2 2
v, 1 0,
d=icosg Sin% d =3 (12Sin25>. (1-87)
En effectuant le produit, on trouve finalement :
R h
(S'n) = -0, =25, (1-88)

2

Remarque. Le vecteur n a pour composantes 7, = sint cosp, n, = sindsinyp,
n, = cost dans (S) et ny =n, =0, n, =1 dans (S’). Le produit scalaire S-n
devient égal a S, dans ce dernier repere. L’opérateur S est donc un opérateur
vectoriel.

(C) Cas des spins demi-entiers

Considérons toujours le cas d’une particule de spin s = 1/2. D’apres la
relation (1-65), on a pour une rotation d’un angle 27 autour de 'axe u :

R,(27) = —1.

En d’autres termes, bien qu’une rotation d’un angle de 27 ramene au point de
départ, 'opérateur de rotation quantique correspondant n’est pas nécessairement
égal a 1’identitéA.SH en est ainsi en général pour les spins demi-entiers. Par contre,
on a toujours Rp(47r) = I. Bien qu’il y ait correspondance biunivoque entre les
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rotations infinitésimales classiques et quantiques, il n’en est pas de méme pour
les rotations finies. Lorsque s est demi-entier, a chaque rotation classique R,

correspond deux opérateurs ]:Z; et ,R; De méme, la relation (1-21) n’est plus
valable et doit étre remplacée par :

Ry = + R RS (1-89)

Une discussion plus approfondie est donnée dans le complément C.

4.2. Transformation dans I'espace complet £ Q £°
(A) Définitions

L’état physique d’une particule de spin 1/2 dans l'espace ¥ ® £ sera décrit par
un ket | &) qui peut étre développé sur la base | r m ). La relation de fermeture

1/2
Z /d3r|rm><rm|:1 (1-90)
m=—1/2
permet d’écrire :
1/2
vy = > /d3r'| v/ N m | ). (1-91)
m/=—1/2

La relation d’orthogonalité

(r'm' | rm) =6(r"—1) b (1-92)
donne alors :
(rm | &) = ¥p(r) (1-93)
ce qui donne le développement suivant du ket | &) :
1/2
)= Y /d3r| rm)Un(r) . (1-94)
m=—1/2

L’état physique est donc parfaitement déterminé par les fonctions ¥_; /5 et ¥y 5.
On peut décrire 'ensemble de ces fonctions sous la forme d’un spineur [u'/} a

2 composantes :
_ [ Wya(r)
[](r) = (Wll/z(r)) (1-95)

et d’apres la relation d’orthogonalité, on a la représentation {r} :

1/2

(r @)= Y W) |m) . (1-96)

m=—1/2
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Le bra associé (¥ | s’écrit en développant de la méme manieére :

1/2 1/2
(= > /d3r<d7|rm)<rm|: > /d3rw,;(r)<rm|
m=—1/2 m=—1/2
(1-97)
Ce qui permet de définir le spineur adjoint :
T _ * *
(] (r) = (%/2(1') Wﬂ/z(r)) . (1-98)

Le produit scalaire s’exprime en fonction de ces deux spineurs de la maniere sui-
vante :

1/2 1/2

Z Z //d3rd3r’ o () (r) (' m | rm)
m=—1/2m/'=—1/2
1/2

- Z / d3r &7 (r) ¥, (r)

m=—1/2

/d3r [e]"(e)[@](r) . (1-99)

(@ |¥)

Convention. Par la suite la sommation sur les états intrinseques 1/2 et —1/2 ne
sera plus écrite explicitement.

(B) Transformation des champs de spineurs par rotation

Si I’état physique est représenté par le ket | @) dans le repeére (S), ce méme état
sera décrit dans le repere (S') par le ket | @™ ) défini par :

R

) =Ry | @) (1-100)
avec ) v s
R, =R R (1-101)

Les opérateurs R; et ]:2; agissent dans deux espaces différents et donc commutent.
Si on injecte la relation de fermeture dans 1’égalité précédente, on trouve :

| LZ/RP>:RPZ/d3r| rm)(rm | )
= Z/d3er| rm)(rm | W)
:ZZ//d3rd3r"| Y Y (em | WY m" | Ry | tm)

m m'
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mais :
(" m" | Ry [ xm) = (" | Ry | r)(m" | Ry | m)
_ "o o -
=d(r r') [Rp ]m”m (1-102)
avec
v = R5(r) (1-9a)
soit :

) = Y[R ) ) (1-103a)

Mais si on définit comme pour un champ scalaire :

RY

W7 (1) = Uy (r) (1-104)

m

obtenu en remplagant dans ¥, (r) les anciennes coordonnées z, y, z en fonction des
nouvelles 2,1/, 2/, le ket transformé se développe ainsi :

o™y =R, | W) = ZZ/ &R, ]m,mu‘/:f’ ') | 'm’) . (1-103b)

D’apres la relation (1-94), on peut écrire pour un observateur dans le repere (S) :

vy =N /d?’r’ AR T (1-105)

m/’

En identifiant (1-103a) et (1-103b) avec ’égalité précédente, on trouve :

vt (1) = S [Ry), W(x) (1-106a)
ou encore : A
Rp ~s b

T () = Y[Ry, 0,0 (F) (1-106b)

() = U(r) (1-18)

valable pour un champ scalaire.
Les relations (1-106a) et (1-106b) s’écrivent sous forme matricielle (on remar-
quera la sommation sur les indices de colonne) :

EBp
¥ )5 (r) . ¥y/2(r)
SN (1-107a)
v () V_1/2(r)
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Ep Ry
) 5(r') » ¥y 5(r')
= | &) . (1-107b)
Rp v
v ) v )

Signalons enfin la relation analogue & (1-96) :
Rp Rp
([ @) = W) [ m) (1-108)

Le ket transformé peut s’écrire aussi sous la forme d’un spineur & 2 composantes :

. ALY
[l =1 . (1-109)
v ()

Le bra conjugué associé au ket | &™) est :

("™ | = Z/ B v (| (1-110)

m/

et le spineur adjoint s’écrit :

(r') = (LDSPQ*(r') lei/;(r')) . (1-111)

Les relations (1-106a) et (1-106b) s’écrivent sous forme matricielle et en terme de
spineurs :

(2] () = () [7] (x) (1-112)

ou

R A5 RY

(P = (R)[¥ "] () . (1-113)

Dans les égalités ci-dessus la matrice de rotation sera exprimée soit en fonction

d’un vecteur unitaire et d'un angle de rotation, soit en fonction des angles d’Euler.

L’opérateur R, étant le produit de deux opérateurs unitaires est lui-méme
unitaire. On a donc conservation du produit scalaire :

Rp R

(@ | w) = (0| R, R |0) = (8™ | 0™) (1-114)

On peut retrouver ce résultat en développant sur la base compléte | rm). Ce

produit scalaire défini entre deux kets transformés s’exprime de la méme maniere
que dans le repere (S) :

Rp Rp : Rp * Rp
(@ | ¥ = Z/d%’ o5 (v () . (1-115)
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On peut remplacer W:j (r') par D'égalité (1-106a) et @m, (r’ ) par la relation
complexe conjuguée. L'unitarité de 'opérateur ]:2; entraine finalement :

(o™ | Z/d%@* T (r) = (D | W)

m

ce qui est la relation cherchée.

Nous avons vu que pour un champ scalaire I’amplitude de probabilité de trouver
une particule sans spin ne dépendait pas du repere mais seulement du systeme
physique :

r

() = U(r)

Nous allons maintenant voir quelle est la relation équivalente pour un champ de
spineurs. Rappelons d’abord les égalités obtenues dans I'espace £ :

Ry [r)=]|1) .
(' | =(r| R
(r|=(r|R
De méme dans ’espace £°, nous aurons :
Ry | m)y=|[m]" >T
()" = (n | A
(m | =([m]™ | R,
On en déduit :
R? AT ~S
(v | 0) = (' [m] % | By Ry | )
=(x'[m]™ | R, | ©)
= (' [m])® | ¥y . (1-116)

Cette égalité s’interprete facilement : le terme de gauche représente pour un ob-
servateur dans le repere (S) 'amplitude de probabilité de trouver la particule au
point M de coordonnées x,y, z avec son spin dans un état bien défini. Pour un
observateur dans le repere (S’), le membre de droite représente 'amplitude de
trouver la particule au méme point de coordonnées x’,y’, 2’ avec son spin dans le
méme état mais vu 7 transformé 7. L’égalité entre ces deux membres traduit le
fait que cette amplitude dépend du systeme physique mais pas du systeme d’axes.

Ezemple 1. On considére un électron dont I’état dans le repeére (S) est décrit en
représentation {r} par :

(r | W) = (x+iy)e ™2 | 1/2 1/2) + (x +iy)e /2@ | 1/2 —1/2)
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our = y/x2 +y% + 22 et a est une constante quelconque. Dans cette expression,
les deux fonctions caractérisant le spineur s’écrivent :

W_y)5(r) = Wya(r) = (z+iy)e "/ (1-117)

D’apres la formule (1-70a) cet état est état propre de 'opérateur S, (¥ = 7/2 et
p=0):

(r|v) = ?(Wriy)l 1/2.1/2),

Considérons maintenant le repére obtenu & partir de (S) par une rotation de /2
autour de 'axe Oy. Dans le nouveau repere (S§’) I'axe Oz’ coincidera avec Oz
tandis que I’axe Oz’ sera opposé & 1’ancien axe Oz. L’état physique de cet électron

s’écrit alors : N N
([T = w () [ )
m’

En remplacant les valeurs de 71 et 3 par 0 et 72 par m/2 dans 'opérateur de
Wigner pour un spin 1/2, on a (1-107a) :

Rp , 4 \/_ £ . 2
5 (r) - 2 | ((@tiye/x (1-118)
v1ae0) |z 2\ e

Les anciennes coordonnées s’expriment en fonction des nouvelles par (1-9c) :

x 001 x’
gyl = (o110 [v]. (1-119)
z —100 2

On trouve alors :

_— v2 v\ PN
7y 5(r') 2 2 (2 +iy')e /2 V2(2' iyl )e /2
waw)) | V2 VR G i) 0
2 2
(1-120)
d’ot : .
(¢ | w") = V2> +ay)e 2 172 1/2) . (1-121)

Ce résultat était attendu puisque le nouvel axe Oz’ est confondu avec I'ancien
axe Oz.

Ezemple 2. Considérons une particule libre de spin 1/2 ayant son spin dirigé
positivement sur axe Oz du repere (S). On suppose de plus que cette particule se
déplace dans la direction Ox. Pour un observateur dans ce systeme, ’état physique
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sera représenté par un ket | ¥) =| k)® | 1/2 1/2), avec | k) =| (k,0,0)).
En représentation {r}, nous avons :
(v | W) = W) | 1/2 1/2) = % | 1/2 1/2). (1-122)
Dans le nouveau repere obtenu en faisant une rotation de 7/2 autour de Oy, nous
avons :
g;l/Q(r ) 9 9 et
_ . (1-123)
Bp
V1 (r) V242 0
2 2
En utilisant 1’égalité (1-119), on a finalement :
5 (o V2 ov2\ V2
1/2(r) 2 2 e 2
_ _ (1-124)
Wfi/z(r/) 7@ Q 0 7@ oikz!
2 2 2
soit :
vt | V2 V2
ey = L X212 1/2) - X2 1/2 —1/2
(= e | Y2 a1y - 21 —1/2) L1os)

— e 12 —1/2),,

(C) Opérateur moment angulaire total

Nous avons vu que par définition I'opérateur de rotation quantique est le produit de
deux opérateurs agissant dans deux espaces différents. Nous allons montrer dans
ce paragraphe que 'on peut définir le moment cinétique total et que la rotation
quantique peut s’exprimer uniquement en fonction de cet opérateur. Pour établir
ce résultat, nous allons considérer successivement trois rotations infinitésimales
autour des trois axes du repere (S).

Considérons d’abord une rotation autour de 'axe Oz d’un angle dJ. La matrice
de rotation de Wigner pour une particule de spin 1/2 et pour une telle transfor-
mation s’écrit :

oy (14idd/2 0 C(10\ i h(10
b (P)< o 1-iao2) = o1) TR 301
=1+ %dﬁsz. (1-126)

La relation matricielle (1-106a) s’écrit alors :

Bp

7y o(x') ; V1 /2(r)
= |1+ a0s. . (1-127)
v () W_1/2(r)
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On peut aussi exprimer les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles :
r=a —ddy ; y=1vy +dda"; z=7. (1-128)
En faisant un développement limité on a :

U (2,y,2) = U (2" — A9y, +dda’, 2")

ow o
=V ('Y, 2) —doy 83:77 («/,y,2") +dva’ ayﬂ” (2,y', )
7, 7,
(e 2) + a0 (o G )~ )
=0, (YY) + %dﬂ Lo W (2 y,2) (1-129)

d’ou la relation :
LD1/2(:L'7yvz) 10 i L., 0 LDl/Q(SL'/ay/aZ/)
-L60) =5 (5L
L0—1/2(1'7?%2) : LD—l/Q(I'Iay,aZI)
Wl/Q(xlaylaz/)

I+ %dﬁlgll . (1-130)
W—l/Q (1’/; yla Z/)

La relation (1-106a) devient :

Rp

W, (1) ; ; Wy yo(z’,y', 2")
Lpljll)/z(rl) Wfl/Q(xlaylazl)

g}l/Q(xla yla Z/)

=| 1+ %dﬁ(1¢,1+-sﬂ)
W—l/Q(xla yla ZI)

(1-131)

Si on définit 'opérateur .J,, par :
Jo =L,I + S. (1-132)
ona:
™) () = (I + %dﬁjz/> (w](r) . (1-133)
Dans une rotation finie d’angle ¥, on aura :
() (r) = er? (7] (r) (1-134)
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ou encore :

| o™y =er?s | W), (1-135)

Considérons maintenant une rotation autour de I'axe Oy d’un angle dJ. Dans
cette seconde transformation, nous aurons :

()= (3o 303)

=1+ ﬁdﬁ S, (1-136)

Les anciennes coordonnées s’expriment en fonction des nouvelles par :
=2 +ddz2; y=1v"; 2=z —did (1-137)
ce qui conduit a :

Up(2,y,2) = U (2 +d9 2,y , 2" — dY ')
oV,

:Wm(x’,y’,z)erz?zaa (2,9, 2") —doa’ aZI(’,y’,z’)
=, (2',y,2") < m ) — o 85[1277 (x',y',z'))
=, (2", 2) + ﬁdﬁ Ly W (2, y, 7). (1-138)
Par un calcul analogue au cas précédent, nous avons :
™) () = (1 + %dwy/) (W] () (1-139)
avec :
Jy =Lyl + Sy . (1-140)
Dans la rotation finie, on aura le résultat :
[ ] (r) = e [W](r) (1-141)
ou d’'une maniere équivalente :
| o™y =er?y W) (1-142)

Il est clair qu’'une rotation infinitésimale autour de 'axe Oz conduit aux deux
relations suivantes :

[0 (r) = et [W](r) (1-143)
et N '
| w7) = et W) (1-144)
avec :
Jo =L, + S, . (1-145)
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D’une maniere générale, 'opérateur de rotation quantique pourra s’exprimer en
fonction du moment cinétique total :

J=L+S (1-146)

soit en fonction des angles d’Euler :

R, = N RCREPS REL AN RIEE (1-147)

soit en fonction d’un vecteur unitaire et d’un axe :

R, = i (1-148)
Tout ket transformé s’écrit en fonction des opérateurs ci-dessus :
| o) = Ry | @) (1-149)

Le transformé d’un opérateur quelconque agissant dans 1’espace produit tensoriel
E = " ® E® sera défini d'une maniere naturelle par :

A Rp ~ ~

0™ = R,0R,". (1-150)

5. Transformation d’un champ de vecteurs

5.1. Base cartésienne

Soit dans le repére (S) un vecteur V défini en tout point de ’espace M de coordon-
nées x, y, z par ses composantes cartésiennes supposées réelles V, (z, v, ), V, (2, y, 2)
et Vy(x,y,z). Dans le repére (§'), ce méme vecteur sera défini au méme point de

. R R
coordonnées z’,y’,z' par ses composantes V" (z',y, 2), Vy,p(x’,y',z'), et

V;p («',y',2").  On se propose de donner les nouvelles formes analytiques

pr (2,9, 7"), en fonction de Vj(ﬂf,y,z)-

7
On sait exprimer les nouvelles composantes dans le repére (S) en fonction des

anciennes dans (S')(¢f. Eq. (1B-15a)) :

Bp r r r
Vo' (a9, %) Rp1y Ro 1o R Ve(2,y, 2)

Rp r r r
Vy @y 2 | = Rp 91 Rp 95 Rp o3 Vy(z,y,2) (1-151)
SRS Ry st Rbss Rbgs ) \Vale,y,2)

avec :
r r r ,
z Ry Rpgy Ry 31 T

vl = R 12 R as Ro 3 vl (1-9¢)

r r r !
z Rp 15 Rp o5 Rp z
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L’équation (1-151) est 1’équivalent des relations (1-18) et (1-106a) valables
respectivement pour un champ scalaire et un champ de spineurs. Comme dans le
paragraphe précédent, nous allons envisager des rotations infinitésimales.

Considérons pour commencer une rotation d’'un angle di autour de 'axe Oz.
L’équation (1-151) s’écrit alors :

V;p (@', y,2") = Vo' — Iy, ¢ + dd ', 2') + dIVy(a' —ddy',y' + dda’, 2')
V;p (@', y',2") = =dd V(2! —dVy',y +dva’,2') + V(2" —ddy',y +doa’,2")
VP () = Vil — 9y, +do ). (1-152)

Au premier ordre nous avons :

Vi

ox’

(z',y',2") + A7 g‘z/f (z',y,2") (1-153)

Vil + Ad'y + Ay 2+ AY) = Vil y ) + Ad

(«',y,2")

aV;
Ay =—
+yay,

avec dans notre cas particulier Az’ = 0. Les trois composantes se transforment
alors suivant :

Rp oV, oV,
Vz’ (x,’ylﬁzl) = Vﬂc(mlaylaz’/) + dY <1J 3y/ (mlaylazl) - yl ox’ (x"yl,zl))
+d0 V(2. y, 2")
Rp oV, oV,
Vy/ (LL'/,y/,Z/):Vy(IL'/,y/,Z/) + d79 <x/ ayl (:L'/,y/,Z/) _ y/ axl (x/’y/’zl))
— AV (2, y, 2)
Rp oV, oV
Vz’ (mlay/"z/) = Vz(xl,yl,zl) + d9 <1J 3y/ (x’,y’,z’) - y/ ox’ (x/’y/’Z/)> .

Ces relations peuvent encore s’écrire sous forme matricielle

V;p (z',y', 2") ; Ve y', 2")
Rp
Vy’ (IL'/, y/a Zl) = 1 + ﬁ dﬁ( Lz/ + Sz’ ) Vy (xla yla ZI) (1_154)
V' y V.(2',y', 2")
lopérateur S, étant défini dans cette base par la matrice :
0—:0
S, =h |7 00]. (1-155)
000
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Dans une rotation infinitésimale autour de 'axe Oy nous obtenons un résultat
similaire :

Rp

V' (@ y, 7)) . V(' vy, 2")
vty ) | = | T %dz?(Ly/ + 50| (Ve v, 2) (1-156)
V' (@ y 2 Vala'sy/, 2)
avec .
00i
Sy =h|000]. (1-157)
—200

Enfin pour une rotation infinitésimale autour de 'axe Oz, on obtient :

Bp

V" (@, y', 2") ) V(' y', 2")
V" @y ) | =T %dﬂ(Lx, + S| (v, 2) (1-158)
‘/le%p (:E’,y’,z’) Vz(xlay/azl)
avec :
00 0
Sy =h [00—i]. (1-159)
02 0

Ces trois matrices obéissent aux regles habituelles de commutation des moments
angulaires :

[Spry Sy ] = th Sy
[Syr, o] = ih Sy (1-160)
[Sr, 8] = iR S,
et de plus
SZ + S + S = 2n? (1-161)

ce qui correspond & un moment angulaire intrinseque s = 1.
Un tel champ V(r) est susceptible de décrire une particule de spin 1. L’état
physique peut étre représenté par un ket | ¥ ) que l'on écrit :

| &) = /d3r [(Wa(r) [ 2) + () | y) + Pa(r) | 2)] (1-162)

avec :

Wi(r) = ‘/z(r) L= T, Y, & (1_163)

et ou les kets | =), | y), | z) caractérisent I’état interne du champ. En représen-
tation {r}, nous avons :

(r [ V) =W(r) [2) + U(r) [y) + E(r) [ 2) . (1-164)

Le produit scalaire d'un bra (@ | et d’'un ket | &) s’écrit en fonction des compo-
santes cartésiennes de la maniere suivante :

(d | W) = Z /d3r Dr(r)W(r) . (1-165)
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42 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

Les opérateurs Sy, Sy, S. agissant sur les kets | ), | y),| z) donnent les relations
suivantes (d’apres (1-155), (1-157) et (1-159)) :

Sﬂf|$>:0§ S£|y>=’LFL|Z>, Sa:|z>:_ih|y>§
Syl x)=—ih| z); Sy|y)=0; Syl z)=1h| x);
S| x)=ih|y); S.ly)y=—ih|x); S.|z)=0. (1-166)

5.2. Base standard

Comme nous le voyons la base cartésienne (e, €, €,) n'est pas treés bien adaptée
a une description simple surtout en ce qui concerne la partie intrinseque puisque
Popérateur S, n’est pas diagonal. Nous savons (voir le complément B) que la
base sphérique permet aussi une décomposition de tout vecteur. En particulier,
on a (1B-10) :

1
V=3 Vi@ye

v=—1
1 -
= Z VV’p (x/’y/’ Zl) ell/’ (1'167)
v/'=—1
et d’apres (1B-19) :
R} !
V, @y, 2) = > DL (P32, m) Vi (@, 2)- (1-168)
v=—1

Comme dans le cas de la base cartésienne, nous allons considérer successivement
trois rotations infinitésimales autour des axes cartésiens. Nous utiliserons par la
suite les formules au premier ordre :

Vi, 2) = Vi@ + Ay + Ay 2 + A7)
— VY, )

P AT ) + A G+ AT,
(1-169)

Dans une rotation de dy; autour de I'axe Oz, la matrice de Wigner pour un spin
égal a 1 a pour éléments

14+idy 0 0
DM ~ 0o 1 0 (1-170)
0 01—idn
et :
Azl = —dmy'; Ay = dya’; AZ = 0. (1-171)

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



. Rotations passives 43

On a donc :
W@ ) = () Vo) = |14 4 i (Lo 0)| V()
@) = Vi) = | g Lo | )

fo(x',y’,z') = (1 —didy) V¥ (x,y,2) = [1+%d71(sz—h)] VA (2, 2"

ou encore :
Ry
Vi (a2 Vir(2', ', 2')
* i *
Vol(aly )| = |1+ 7 dn(Le + 52) Vo' (@', 2) (1-172)
* * / ! !
V(@ 2) ey #)
avec :
100
S, =nloo0o0|. (1-173)
00-1

Dans une rotation de dvs autour de I'axe Oy, la matrice de Wigner pour un spin
égal a 1 a pour éléments

1 92 90
P ~ —jg? 2 (1-174)

et :
Axr = dys; Ay =0; A = —dyp (1-175)

ce qui entraine :

R dys

V., (&, ) = V(2 y, 2) + —= Vi (z,y, 2

1(9)1(?/)\/50(?/)

= 1+£d’y Ly | V(@'Y 2") +£d'y —in Vo (@', 2")
A 2 Ly 1 » Y I3 2 \/§ 0 sy Y

: 7dﬁy * * d *
Vo (o y,2) = WQ Wiz, y,2) + Vi(x,y,2) + % Vi (z,y,2)
= |:1 + % d72 Ly,] Vo*(xl,yl,zl)

i ﬁ w01l l __Zh s (01t
+ 5 dre (\/§>V1(xayaz)+hd72<\/§ Vi y', 2)
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R —dye
Vi@, 2= Vi(x,y,2z) + V*(z,y, 2
1 (@Y7 7 o (7,9, 2) (2,9, 2)
i * / / / Z ’Lh * / / !
= |1+ 5 dnly | V4 y, ) + dy 7 Vo (@', y'.2).
Soit :
RY
Vl (:L' ay aZ ) Vl*(xlaylaz/)
* i *
iy | = |14ty s | | e | aarm)
* * ! ! !
Vg, ) s
avec :
A 0—2 0
Sy = — |i 0 —i]. (1-177)
\/§ 02 O

Dans une rotation de dy, autour de 'axe Oz, la matrice de Wigner pour un spin
égal & 1 a pour éléments (voir le complément C)

idys
1 \/52 0
DM~ | M 1 (1-178)
idys
0 \/52 1
et :
Ar' = 0; Ay = —dy; AZ = dyy. (1-179)
On a donc :

» d
‘/1R (ljvylazl) = Vl*(x7y7z) + Zl; VO*(x7y7Z)

\/—
) ) i h kol o
= 1+ﬁd’72Lx' ‘G(fﬂayaz)‘f'ﬁd’ﬁ NG Vo' (@', y',2")
Rr¥* 1dys idyo

VR (2, y, 7)) = W Vit (x,y,2) + Vi(z,y,2) + W V*(z,y,2)

i . i ho\ s
= |:1 + ﬁd’yQ Laf’:| VE) (Il’yl’zl) + ﬁd’YQ <7§) Vi (Ilaylazl)

1

A
+ g () VA
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Ry idye .
V—l (m’,y’,z’) = W ‘/O (:L' Y,z ) + V_l(l',y,Z)

i . ' h .
[1 + - dvs Lx/] V(Y 2 + — (ﬁ) Vi (2, v, 2").

d’)’z
Soit :
Ry
Vit (Y, 2 Vir(2', ', 2')
* 7: *
Vot (a2 | = |+ 7 D2(Lor + Sor) Vo' (@', 2) (1-180)
* * ! ! !
V(2,2 VA
avec :
p (010
Sy = — [101]. (1-181)

V2 010

Dans la base ou 'opérateur S, est diagonal, on peut exprimer ’état d’une particule
de spin égal a 1 d’'une maniere analogue & celui d’une particule de spin 1/2 :

| w /d3r| rm)¥,(r) . (1-182)

m=—1
Dans cette expression, les composantes ¥,,, du champ sont égales aux complexes
conjuguées des composantes standard :
U (r) = V75 (r) m=—1,0,1. (1-183)

On pourra définir le produit scalaire d’un bra (@ | et d’un ket | ¥ ) comme pour
une particule de spin 1/2 en fonction des composantes du champ :

(@ | W) /d3r o (r)Up(r) . (1-184)
En représentation {r}, on a :

(r|)=> W,(r) | 1m)

m

=W(r) |1 1) + W) [10) + ¥ 4(r) |1 —1) . (1-185)

Remarque. On peut retrouver le résultat précédent d’une autre maniere. Il suffit

de diagonaliser la matrice de Popérateur S, donnée dans la base | ), | y), | z)

(Eq. (1-155)). On trouve trois valeurs propres distinctes —1, 0 et 1 avec les vecteurs

propres respectifs : .

| -1) = ﬁ“ z)—ily)]
[ 0)=12)

1) = _7“ z)+ily)]

N
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46 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

ce qui donne en inversant ces relations (1B-8) :
| ) =

(I =1)=11))
(I )+ -1))

Sl

ly) =
| 2)

En remplacant alors dans le développement (1-162), on retrouve le résultat (1-185).

La loi de transformation des composantes que nous avons étudiée auparavant
s’exprime aussi comme pour une particule de spin 1/2 : dans le repére (S’), nous
aurons une relation analogue & (1-185) :

!
Sk
e

Wle™y = N wue) | 1m) (1-186)
m/=—1
avec ((1-168), (1-183)) :
. 1
yv/mr’)(mlay/azl) = Z Dirll,)m(P7’}/3,’)/2,’71)Wm(f,y,2) : (1_187)
m=—1

Cette relation s’écrit sous forme matricielle :

7 (x) vy (r)
wnre)| = & || %) (1-188)
" () v (r)

avec s = 1. On peut aussi I’écrire sous la forme d’un spineur & 3 composantes :

v = (B) [v]Ex) . (1-189)

Considérons maintenant une des rotations antérieures, par exemple celle condui-
sant a la relation (1-180); avec (1-183), on a :

Rp

o (r) @ (r')
vy | = |1+ %d’yg(Lm/ I+ 8] | ) (1-190)
v () v (x)
ou encore : .
[0 () = (1 + %dw fo) (] (r") (1-191)
en posant :

Jypr = Lyp I + Sy
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Dans une rotation finie, ce résultat devient :
(v () = er2 e [w]() . (1-192)

D’une maniere générale, 'opérateur de rotation quantique pourra s’exprimer en
fonction du moment cinétique total :

J=L+8S . (1-193)

Par exemple, en fonction des angles d’Euler :

Ry —e

i

QEREPN R RIPN St O ) (1_194)

e

Les deux opérateurs L et S agissent dans des espaces différents et commutent.
L’opérateur moment angulaire orbital L traduit le changement de forme analy-
tique lorsque dans chaque composante du champ on remplace les anciennes co-
ordonnées en fonction des nouvelles ; cet opérateur est diagonal. Par contre S,
spin intrinseque du champ, mélange les différentes composantes. Il est clair que
Iopérateur de rotation peut aussi s’écrire :

Rp _ e%vaszef‘;wsye%“ﬂsz e%V3Lze%V2Lye%71LZ . (1—195)
Tout ket transformé s’écrit en fonction des opérateurs ci-dessus :
Rp ~
| ") =R, | ¥) . (1-196)

Le transformé d’un opérateur quelconque agissant dans 1’espace produit tensoriel
E = E"®E® sera défini par :

A Rp ~ ~

— R,OR,". (1-197)
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Compléments au chapitre 1

A. Moment angulaire orbital

Les opérateurs X, Y et Z peuvent étre considérés comme les composantes de
lopérateur position R. De méme, P,, P, et P, sont les composantes de I'impul-
sion P. Si on définit le commuteur de deux opérateurs A et B par :

[A,B] = AB — BA (1A-1)
alors on a les relations de commutation :

[Rik,Ri] =0 (1A-2)

avec : . R
Rl = X; RQ = Y; R3 = Z. (1A—3)

De méme avec une notation similaire :
[Pr,P;] = 0. (1A-4a)
Par contre les commutateurs entre les composantes de R et P donnent :
[Ri,P1] = ihdg. (1A-4Db)
Le moment cinétique peut alors étre défini comme en mécanique classique par :
L =RxP.

Ses composantes sont données par les relations suivantes :

h 0 0
L =7 (ya Za—y)

R o
Ly =3 (a a_>
h 0 0
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50 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

Elles vérifient les relations de commutation :

(L Ly] = LoLy, — Ly L, = ihL.
(Ly,L.] = LyL. — L.L, = ihL,

[L.,Ly) = L.Ly, — Ly L. = ihL, (1A-6)

Le développement au deuxieme ordre de l'opérateur de rotation en fonction des
angles d’Euler nécessite le calcul des produits L; L; ot 7 et j représentent y ou z.
En utilisant les relations (1A-5) on obtient :

B o2 o2 o2 o2
LyL, = 12 (2 4 za2 oy 2 2 0 4y L
v f (2 oy " omay " Yowr T T asay T 828m>

0? 0? 0? 0 0?
L.L,= —h? (xz —2? ~Yigs + pw +yx )

Oyox 0y0z 0xdz
0? 0? 0? 0 0
2 42( 20 | 207 ., o
Ly =—h (2 o2 7 92 236283:82 “0z x8x>
0? 0? 0? 0 0
L2= w2 (2 2L 9y, 2 9. 1A-
f (x Oy? Ty Ox? Y Oyox e yay) (1A-7)

Les opérateurs L., L, et L, peuvent aussi s’exprimer en fonction des angles polaire
J et azimutal ¢ :

L, =1ih <sin<p((% + cot cosw%)
_ 0 .0
L, =1ih <—cos<p% + cot ¥ smgo%)
0

L, = —ih— . 1A-
L= —ing (14-8)

L’opérateur L? s’écrit alors :

e g2 (L0 (99 1 &
L = —-h (Sinﬁ 59 Smﬂ&? +Sin219 0.2 (1A-9)

et les opérateurs L_ et L, deviennent :

L_=1L,—ilL, = he ™ (—a% + icotV a%)

; 0 0
. 10 y . -
L. =L,+iL, = he (— +icotd ) (1A-10)
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B. Composantes standard d’un vecteur

B.1. Définitions
Dans la base orthonormée habituelle, tout vecteur s’écrit :
V = Ve, +Vye, + Ve, (1B-1)
les vecteurs de base étant orthonormés :
ei-e =0;; 1,j =92 (1B-2)
et les composantes V,, V,, V. sont données par :
Ve = e,V Vy = e,-V, V. =¢e,-V . (1B-3)
Le produit scalaire de deux vecteurs quelconques V et W devient :
V-W=VW,+V,W,+V,W,. (1B-4)

Il existe une autre base particulierement intéressante. Elle est définie par les
vecteurs sphériques e,, les indices v prenant les valeurs —1, 0, ou 1 tels que :

-1 , 1 .
e = 7 (ex +iey), € = e, e_| = 7 (ex —iey) (1B-5a)

et inversement :
)
e, = €, ey = 75 (61 +e,1). (1B—5b)

La définition de ces vecteurs entraine les propriétés suivantes :

el = (—-1)"e_, (1B-6)

et
e e, =(-1)"e_,-e, =0d,, (1B-7a)
e, e, =(-1)"6,_, (1B-7b)

Composantes standard. On définit les composantes standard V,, d’un vecteur par :

_ -1

V2

et réciproquement :

Vi (Vo+iVy):  Vo=V.; Voo =-—(Va—iV,) (1B-8a)

L
V2

(Voi-WVi):  Vo=Vo; V= —=(Vi+Viy). (1B-8D)

v, =
V2

1
V2
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Les composantes standard vérifient aussi les relations :

V= (=D)"Ve, (1B-9)

Le vecteur V s’écrit alors :

1

1 1
V=> Ve=> (-)Ve,= > Ve . (1B-10)

v=—1 v=—1 v=—1

Il faut remarquer que le développement d’un vecteur quelconque fait intervenir
les composantes standard avec les complexes conjugués des vecteurs sphériques et
réciproquement. Les valeurs V,, peuvent étre obtenues par :

V, = e, -V . (1B-11)

Le produit scalaire de deux vecteurs V et W devient :

1 1
VW= Y (-D)'VW., =Y (-D)'V.,W, . (1B-12)
v=-—1 v=-—1

B.2. Transformation par rotation

Dans le repére (S’) le méme vecteur V' s’écrit

V =V =V.ey +V, ey, + Ve (1B-13)
avec :
Vag/ = elz/ . V, Vyl/ = ely/ . V, VZI/ = elz/ -V . (1B—14)

Les lois de transformation des vecteurs unitaires sont données par les relations (1-8)
que nous rappelons ici :

’ r r r
€y Rp 11 Rp1a Rp 13 €

ey | = | Roo Rpos Rio €y |- (1-8)

/ r r r
€2 Ry 31 Rp 55 Rp 53 €z

Les lois de transformation des coordonnées cartésiennes s’expriment par des rela-
tions analogues a (1-9a) et (1-9¢) :

e Ro 11 Ro 1o R Vi

Vi = | Rpo Rb oo Rigs Vy (1B-15a)
! r r r

Ve Rp a1 Rp 5o Ry 33 V
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et
Va Rp 11 Rp 21 Rp 31 Vac/’
Vy = R; 12 R; 99 R; 39 Vy’/ . (1B-15b)
Va R; 13 R; 23 R; 33 VZI’

Nous allons voir maintenant comment se transforment les composantes standard.
Prenons le cas de V; :

D’apres la relation (1B-15b) :

Vi= L[(RE. V. 1 RE

!/ r
\/E P11 P21V + R

U
p31V)
+i(RE. V) + R

! r
P12 P22V +R

baz Vi) |-

Dans le repere (S”) on a des relations entre les coordonnées cartésiennes et standard
analogues a celles données par les égalités (1B-8a, 1B-8b). C’est-a-dire :

r 1 r r
Vi= \/—(an \/—( Vl)Jerm \/—(VlJrV/ )+Rp31V0/
+Z[R£12 \/_( V1)+R£22 \/_(VIJFVI )+R1r>31vol])
’R’; 11 + R; 22 ,LRII; 12 Rll; 21 V/
2 2 !
|:Rll;31 + ZR;32:| V/
\/5 0
+ [R;QQ 2R£11 _ R;H;R;m] v, (1B-16)
mais : )
(i) RS, + Ry, = (1+cosvyz) cos(ys+71)
(i) Rp,, — Rpy = (1+cosya) sin(yz + 1)
(i) Ry,, — R5,, = (1—cosy2) cos(ys — 1)
22 11
(iv) Ry, + Ry, = (1 —cosvyz)sin(ys—~1)
12 21

d’ou (voir le complément C) :
— pWp. / D) p. / ) . /
‘/1 - Dll (P7’y3a725’71) ‘/1 + DOI (P7'Y3,’72,')/1) VE) + D—ll(P773a'725’71) Vfl
(1B-17)

et en général la loi de transformation est donnée par :

1
> DO, (P5ys,72,m) Vi (1B-18a)

v/i=—1
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Cette relation est ’analogue pour les composantes standard de I’équation (1B-15b) :
on obtient les anciennes composantes en fonction des nouvelles.

On peut inverser la relation (1B-18a) pour avoir les nouvelles coordonnées en
fonction des anciennes :

1
V!, = Z DS)V (P;5vs,72,71) Vo . (1B-18b)
v=—1

Remarque importante. En comparant d’une part les relations (1-8), (1B-15a),
(1B-15Db) qui expriment que les lois de transformation des vecteurs unitaires sont les
mémes que celles des composantes cartésiennes et d’autre part les relations (1B-5)
et (1B-8) qui montrent que la correspondance entre grandeurs cartésiennes et
standard est la méme pour les composantes que pour les vecteurs de base, la
relation (1B-17) nous permet d’écrire :

1
e, = Z Dl(j)y(P;’}/g,’yg,’yl) e'l,/ (1B—19)
vi=—1

et inversement :

1
ell/ = Z Dl(})y (P;73772771) €y . (1B_20)

v=—1
B.3. Produit vectoriel de deux vecteurs
Par définition, les vecteurs de base (e, ey, e,) vérifient les relations suivantes :

e, Ne;, = e;; € Ne,=—¢€y; e, Ne, =e€;;
e Ne; =—e;Ne;; e; Ne; = 0. (1B—21)

En utilisant ces relations et la définition des vecteurs de base sphériques, on ob-
tient :

ei1Ney = 1e;1; ei1Ne_1 =1ieq; egNe_1 =1€e_1
e, Ne,=—e,Ne,; e, Ne, =0. (1B-22)

Si U et V sont deux vecteurs quelconques :
U = U,e, +Uyey +U.e,

et :
V = Ve, +Vye, + Ve,

leur produit vectoriel s’écrit en fonction des composantes cartésiennes :

W=UAV
=Wye, + Wye, + We, (1B-23)
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avec :
Wy, =U,V. -U.V,; W, =U,V,-U,V.; W,=U,V,-U,V, (1B-24)

ou en fonction des composantes standard :
W = Wiel + Woej +W_1e*, (1B-25)

avec

_ -1

V2

Wo =W, = i(U_ Vi — UyV_y)
1

V2

Wy (WI JriWy) = —1 (U1V() - U()V1)

W, = (We —iW, ) = —i(UV_1 — U_1Vp). (1B-26)

B.4. Spin intrinséque et vecteurs de base

Considérons une rotation infinitésimale d’'un angle dy autour de 'axe Ox. D’apres
les relations (1-8) et (1-13), on a :

e 1 0 O e,
ey | = 0 1 dy e, |. (1B-27)
elzl O —d’y 1 e,

La matrice de rotation s’écrit :

0 idy

1+ dy

o O O
o = O

-1

ou l'opérateur S, est donné sous forme matricielle par la relation :

000
S =h 00— (1-159)
07 0
ce qui donne :
e, = e, e, =e, +dve,; e, =e, —dye, (1B-28b)
ou encore :
0 i e e,
—e,/ 7 L. e,
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Cette relation montre que S, , agissant sur un des vecteurs quelconques e;, donne
une combinaison linéaire de ces mémes vecteurs. La lecture des vecteurs colonnes
de la matrice représentant S, conduit aux égalités :

See, = 0; Sy e, = ihe, ; Sy e, = —ihe,. (1B-30)

De méme, 'opérateur S, est donné sous forme matricielle par :

001
Sy =h 1000 (1-157)
—00
ce qui permet d’écrire :
Sye, = —ihe, ; Sye, =0 Sye, = ihey ; (1B-31)
enfin, opérateur S, :
0—:0
S, =h |71 00 (1-155)
000
conduit aux relations :
S.e, = ihey ; S.e, = —ihey ; S.e, = 0. (1B-32)
Les relations (1B-30-1B-32) peuvent s’écrire d’une maniere condensée :
Sy = i1hezN; Sy = iheyN\; S, =ihe, A . (1B-33)
On peut définir Sy et S_ respectivement par :
St = S +1iSy; So = S S_ = 8z —1iSy. (1B-34)
En utilisant (1B-5b), on trouve :
S+ = —iheiN; So = thegA; S_ =ihe_1 A . (1B—35)
Ces opérateurs vérifient alors les relations suivantes :
S+61=O; S+e0:h\/§e1; S+e_1:h\/§e0 (1B-36)
S e =hv2ey; S e=hv2e,; S e =0 (1B-37)
So e = h (3 So €y = 0; So e_1 = —h €e_1 (1B—38)

que 'on peut écrire d’une maniere condensée :

S+el, = h\/2—V(V—|-1) €41

Soe, =hve, (1B-39)

S_e, =h\2-v(v—1)e, 4
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C. Matrices de Wigner

C.1. Particule de spin 1/2
Matrices de Pauli

Les matrices de Pauli 0., 0, et 0, sont données explicitement par :

(O = () - (0Y) uew

Elles vérifient les propriétés suivantes :

0.2 =0, =072 (1C-2)
0p0y = —0yOy = 10,
0y0, = —0,0,y = 10,
0,03 = —0,0, = i0y. (1C-3)

Soient A et B deux vecteurs quelconques qui commutent avec le spin. On peut
alors écrire :
(0-A)(o-B)= (0,4, +0yAy+0.A,)(0,B; + 0yBy +0.B.)
=A,B, +A,B,+A.B, +0,0,(A, B, — AyB;)
+0,0:(AsB; — A.By) + 0y0.(AyB, — A.By)
= A -B+ioc-(AAB) ) (1C-4)

Matrice de Wigner

L’opérateur de rotation pour une particule de spin 1/2 est donné en fonction des
matrices de Pauli par :

RZZCOS%I+iSin%0’-u . (1-65)

En utilisant la forme explicite des matrices de Pauli, on obtient :

— pour une rotation autour de 'axe Oz :

cos(y/2) isin(y/2)

1/2)(p. — . .
DEEP/0z) = isin(vy/2) cos(v/2) |’ (1C-5)
— pour une rotation autour de I'axe Oy :
cos(v/2) sin(7/2)
DU (P;y/Oy) = (1C-6)

—sin(y/2) cos(v/2) |’
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— pour une rotation autour de 'axe Oz :
/2

DY (Piy/0z) = 0 ez | (1C-7)

Enfin, dans une rotation quelconque donnée en fonction des angles d’Euler :

e3/2 cos(yp/2) €1/2 @13/ sin(yy/2) e~ 1/2
D(l/z)(P;’Y3,’727’Y1) = ) . 4 4
—emi5/2 sin(/2) 67112 ¢=15/% cos(y/2) e~

(1C-8)

C.2. Particule de spin 1

La forme explicite de la matrice de Wigner pour un spin égal a 1 peut étre donnée
par la loi de transformation des harmoniques sphériques avec [ = 1 puisque :

1
YWp) = > D) (Piys,ye, ) Vi (09 (1-32a)

m/=—1

D’autre part, tout vecteur V peut étre caractérisé par son module v et ses angles
polaire 9 et azimutal ¢. Si les composantes cartésiennes sont données par

Ve =wvsindcosp; V, =vsindsing; V, = v cos? (1C-9a)

les composantes standard définies par (1B-8a) peuvent s’exprimer en fonction des
harmoniques sphériques Y (9., ¢,). En définissant par convention (¢,,¢,) =
(¥), on aura

4 R
Vin = v 3 Y (v) . (1C-9b)
On en déduit que la matrice de Wigner pour une particule de spin égal a 1 a été
explicitement donnée dans ’étude de la transformation des composantes standard
d’un vecteur. Par exemple, d’apres (1B-16), on a

R+ R RE. R

D§11)(P;’Y3,’72,’)’1) = =i 5 P22 4 ;P12 5 P21 (1C-10)
avec :
R; at R; 0y = (14 cosvya) c98(73 +m) ac11)
Ri, = Rpy = (1+cosy2) sin(yz +71)
soit :

.14 cos .
Dgll)(PW&%,%) = e %ew

1
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La matrice complete est donnée par :

s LT CON2 iy iy SN2 g L COS T2 gy,
V2
sinvys sinvys _,
DI(P;ys5,70, = - cos —e M
(P37v3,72,7) V2 Y2 72
o 1 — cosys JRATRp— sin 2 o—is 1+ cosvys —
2
(1C-12)
C.3. Particule de spin quelconque
Les matrices de Wigner dont les éléments sont donnés par :
DY) (P53, y2,7m1) = (jm/ | eraTzerm2 vem s | jm) (1C-13)

ont été calculés par Weyl a partir des représentations irréductibles du groupe
SU(2). Nous suivrons ici sa méthode mais auparavant, il faut introduire la défini-
tion d’un groupe de transformations et de ses représentations.

Le groupe SU(2) et ses représentations irréductibles

Groupe de Transformations. Soit G un groupe de transformations quelconques
c’est-a-dire tel que :

— sl g1 et go sont deux éléments de G, le produit g1g2 appartient a G ;
— la loi de composition soit associative ;

— I’élément neutre e appartient a G ;

— pour tout élément g de G, il existe un inverse ¢~ dans G tel que gg~! =

g'g =e

Si a tout élément g du groupe G on fait correspondre 1'opérateur Og agissant dans
I’espace L, tel que :

- 09291 = 092091 ;

- Og—l = O;l 3

-0 =1;

on dit que le groupe d’opérateurs Og est une représentation du groupe G dans L. La

forme matricielle D(Oy) des opérateurs constitue la forme matricielle de la repré-
sentation. S'il existe une matrice C inversible, 'ensemble défini par CD(Oy)C~*

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



60 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

forme aussi une représentation de . Elle est dite équivalente a la représenta-
tion D(Oy). Si lespace £ ne contient aucun sous-espace invariant autre que lui-
méme, la représentation est dite irréductible. En d’autres termes, si f1, fo, ..., fn

constituent n vecteurs de base de la représentation irréductible, on aura :

Oyfj = Y Dij(0y) fi (1C-14)

i=1

Groupe SU(2). Considérons le groupe SU(2) formé par I'ensemble des matrices
de dimension 2 unitaires et unimodulaires M telles que MMt =1 et det M = 1.
Par définition, toute matrice s’écrit alors

M= (“b* _b*> (1C-15a)

a

la|>+|b|*=1. (1C-15b)

En plus de la représentation de dimension 2 constituée par les matrices M elles-
mémes, on peut construire les autres représentations de SU(2) en prenant les
produits symétriques de cette représentation par elle-méme. En effet, si v et u
sont deux nombres quelconques, ils se transforment suivant

v =a*v—b*u
i

w =bv+au (1C-15¢)

et inversement : , /
v=oa?v +b*u
b 4t (1C-15d)

ce qui donne pour les vecteurs de base de la représentation de dimension 3 :

72 2

v =a*?v? — 20 vu + b u?
v'u' = a*bv? + (aa* — bb*) vu — ab*u?
W =% 0% + 2abou + au?. (1C-16)
Si on définit :
2 .2 02y 02
g =2_"4 ; y = M ; z = —uv (1C-17a)
2 2
et inversement
v =z —iy; u? = —(x +iy) (1C-17b)

avec des relations similaires pour les grandeurs transformées, les égalités (1C-16)
conduisent a :

X .

¥ =S bR+ (@R )y (bt ath) 2
; 1

y =5 —a? b e+ S0P a0 D)y + i —ab) 2

"= —(ab* +a'b)x + i(a*b—ab*)y + (aa® —bb*) z. (1C-18)

w
I
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La matrice de la transformation donnant z’, vy’ et 2z’ en fonction de x, y et z s’écrit :

%(atb*%bua*?) %( 2 a2 2 1% ab+ a*b

) 1 _
%(a*2 —a? = b2 4+0%) S (07 +a® + 0" + 1) (0D — ab) (1C-19)

—(ab* + a*b) i(a*b — ab*) aa* — bb*

Nous avons donc réussi & associer & chaque matrice de SU(2) une transformation
des variables x, y et z. On peut remarquer que les coefficients de la matrice
(1C-19) qui donne la loi de transformation sont tous réels. D’autre part, on peut
vérifier que le déterminant de cette matrice est égal & 1 et que 'on a 22 + y2 + 22
=27+ y'2 + 2’2, Si on a choisi u et v tels que x, y et z soient réels, la relation
(1C-18) représente la transformation par rotation des coordonnées d’un point.

Nous allons maintenant montrer que toutes les rotations sont associées de cette
facon a des transformations unitaires. Il suffit de montrer que c’est le cas pour des
rotations autour des axes Oz et Oy respectivement.

Dans une rotation autour de 'axe Oz, il suffit d’identifier les matrices (1C-19)
avec :

cosvy sinvy 0

—siny cosy 0 | . (1C-20)
0 0 1
Les deux conditions | a |> + | b |?= 1 et aa* —bb* = 1 imposentb = Oet |a|= 1

et la matrice (1C-19) devient :

1 2 *2 i 2 *2
2(a +a*%) 2(@ a**) 0
i(a*Q _ CL2) l(CLQ +a*2) 0 (1C—21)
2 2
0 0 1
En posant alors a = e, l'identification terme & terme de (1C-20) et (1C-21)
donne a = (—1)”6_”/ 2 oll n est un entier quelconque. On a par exemple la
correspondance :
e’2 0 cosy siny 0
— | —siny cosy 0 | . (1C-22)
0 e /2 0 0 1

La matrice de rotation autour de I'axe Oy est donnée par :
cosy 0 —siny
0 1 0 (1C-23)

siny 0 cos~y

que l'on doit identifier avec (1C-19).
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Les deux condltlons |a]>+|b|>= 1et aa® —bb* = cosvy imposent | a |>=
cos®>vy/2 et | b|? = sin® /2. On peut alors poser a =| cosy/2| ¢”’. On a de plus
les conditions :

ab+ a*b* = —siny ; ab—a*b* = 0;
ab® +a*b = —sinvy ; a*b—ab® = 0.
La somme des deux premieres relations impose que :
—siny  _,y  —siny/2cosv/2
= ———¢ = —F——e "
2| cosvy/2 | | cosvy/2 |
La relation ab*+a*b = — sin~y entraine que ¥ = nm ol n est un entier quelconque.
On a donc
—si 2 2
0=|cosy/2| (—1)m; b= —SMY/2 OS2y (1C-24)

| cos/2 |

Si nous définissons le domaine de l'angle de rotation autour de l'axe Oy tel que
cosy/2 soit positif ounul (0 < v <7 ou—-7/2 <y < 7/2 ou—7 < v <0),
pour n pair on trouve a = cosvy/2 et b = —sin~vy/2. Si le domaine de définition
de v est tel que cosy/2 est négatif ou nul, en prenant n impair, on aura les mémes
formes analytiques pour a et b que dans le cas précédent. Dans tous les cas la
correspondance peut s’écrire :

cosvy/2 sinvy/2 cosy 0 —sinvy
~1 01 o |. (1C-25)
—sin~y/2 cos~y/2 siny 0 cos~y

Dans le cas général, les valeurs de a et b sont obtenues en faisant le produit des
trois matrices correspondantes aux rotations autour des trois axes d’Euler :

a = e "3/2 cos(ryp/2) eI/ b= —e 3/2 sin(yy/2) /2. (1C-26a)

La correspondance entre SU(2) et SO(3) s’écrit explicitement :

e3/2 cos(yp/2) €1/2 e113/2 sin(yy/2) e~ 1/2

e~ 11s/2 sin(vy2/2) e /2 g=irs/2 cos(y2/2) e~ /2 a
Ron Ro1a Ro 1
Ry o1 Rb oo Rpgs | - (1C-26D)
R 51 Rp 32 R a3
Représentations irréductibles de SU(2). Les n + 1 mondémes v", v" 1w, ... u"

appartiennent a la représentation de dimension n 4 1. Si on deﬁmt n = 2jet

ij7/»L uj+/-"
v, Uu) = C-
e G+ G = p)! e
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ou y varie de —j a 7, on peut obtenir une représentation unitaire avec la notation
habituelle utilisée dans les rotations. Par définition, on a :

O fud' ') = fu(v,u) (1C-28a)
ou d’une manieére équivalente (1C-15d) :

O fu(v,u) = fu(av + b u, —bv + a*u)
Y *0 \J
_ lod V) Pt st (1C-28b)
(J+ G —mw!

En utilisant le développement

n! n—t t
(z+y)" = Z mlﬂ Yy

on trouve :

~ x + G- :
Ot Juvyu) = Z Sy ( fu sz)( v Mzt —a')!

xTrxT

’ . _ R 7 Py}
X q¥ @I THTE T pI TR ey Zime=at - (10-29)

3 DUUY A ’
Si on pose ¢/ = j —x — 2’ et en remarquant que le produit u?/~*~% ¢TTT est

égal a /(5 + ) (j — p)! fur(v,u), on obtient :

VGG — @G+ p) G — )
O
M fu(v,u) ZM x']—i—,u—x) (J—x—pw)(x+p —p)
x gl K @ritHoT e b*IJﬂLLM Jw (v,u). (1C-30)
On a donc :
OM fu(v,u) Z ULEJL ) fuw (v, 0) (1G-31)
avec

VG+ G =G+ )G — )
Grp—o)(j—x—p)(x+p —p)

x @i —TH It g et = (1C-32a)

uld (my=>" (-1

x

La sommation sur x dans cette expression est telle que les inégalités suivantes
doivent étre vérifiées :

sup (0, — ') < @ < inf (j —p',j + p). (1C-32b)
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Cette transformation est unitaire. Remarquons d’abord que si la matrice M don-
née par (1C-15a) est unitaire, il en est de méme pour son inverse qui s’écrit :

-1 a b*
M= (—b a*)'

Si on considere v” et u” transformés de v et u par cette matrice inverse, on a :

v =av+b*u

v = —~bv+a*u

avec conservation de la norme :

|’UN |2+|u//|2 :U//,U//* +u//u//*
=(lvP+lul®)(lal®>+][b]?)
= v |?+]ul?,

Calculons maintenant 3, | f, [? :

ij7/»L u]+/»" rvjff-l'* uj+/-"*

2 1l =2 G+ — !

7 7

|2(J ) |u| (G+n)

_ | v 1 v 12 w212
Z GG = ay vl

[|av+b*u|2+| —bvta*ul?]¥

‘H

| av+ b u |20 | —bv+afu |20
G+ =)

I
—~
M= &
o,
—

| O fu |2

la derniere égalité découlant de la définition (1C-28b). On admettra que cette
représentation est aussi irréductible, la démonstration dépassant le cadre de ce
cours. ,

Lorsque b = 0 dans la matrice M, Z/{M(,jL(M) n’est différent de zéro quesiz = 0
et / = p. En particulier, si M est la matrice identité Iy, a = 1 et Z/{H@L( ) =
Sty s0it U (M) = Ipj11. Si M = —I>, a = —1 et on trouve UM(]L(M) =
S p (1), cest-a-dire U W) (M) = Ipj41 si j est entier et U (M) = —Ipj4q si
j est demi-entier. Les représentations de SU(2) pour lesquelles U ) (—1I5) = Ipj;q
sont appelées représentations paires et celles pour lesquelles U (j)(ffg) = —Iy41
sont dites impaires. L’homomorphisme entre le groupe SU(2) et le groupe des
opérateurs représenté par les matrices U V) permet de montrer que, quelle que soit
la matrice M de SU(2), les représentations paires vérifient U V) (—M) = U ) (M)
et les représentations impaires U V) (—M) = —U 9 (M).
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On peut écrire la matrice & V) en fonction des angles d’Euler & laide des
substitutions (1C-26a) :

() N gy gy VGG = @G+ ) G — 1)
bl ) =2 T O S G e 0 )

« eth' Vs C082j+u—u'—23¢(72/2) Sin2z+ﬂ'*#(72/2) e (1C-33)

La matrice C dont les éléments sont donnés par C,, = 6,, i** et [C71],, =
i~2# permet de construire la représentation irréductible

Opvt
I'D(y3,99,71) = C U (v3,72,m) C* (1C-34)
dont les éléments s’écrivent :

Loa (s y2in) = (P H U7, (1C-35)

ou explicitement :

VGG =G+ ) G =)
Grp—2)(G—z—p)(z+p —p)

o eth' Vs C082j+u—u’—23¢(72/2) Sin2z+ﬂ'*#(72/2) e (1C-36)

115’%1(73)72771) = Z (_1);8 7!

x

Il est clair que la relation (1C-34) entraine que si
U (=M) = eUd D (M) (1C-37a)
on aura :

IO (M) = e D(M). (1C-37b)

Représentations irréductibles de SO(3)

Si on calcule explicitement les éléments de la matrice I' ) (y3, y2,71) pour j = 1/2
et 7 = 1, on retrouve respectivement les matrices (1C-8) et (1C-12). Quelle que
soit la valeur de j on a :

DY), (P93, 72,7) = (jm’ | er?Tei 2 uei 7= | jm) (1C-38)
avec : 4 ., , _
Dg?m(P;'ﬁa’yQaVl) = e’ dii? m(P;’yQ) et (1C_39a)
et

VG )G —m)(G + )G — m))!
G —m —a)(j+m—z)al (@ +m —m)

X cos2IHmTm =28 () /9) in2PF M (4, /9) . (1C-40a)

) (Piyn) =3 (1)

x
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les valeurs de x possibles devant vérifier :
sup (0,m —m') < z < inf (5 —m/,j +m). (1C-40Db)

Si on pose y1 = 73 = 0 dans (1C-38) et (1C-39a) on voit que 1’élément de la

matrice de rotation réduite d'’)

vom (P35 v2) est aussi donné par :

A (Piy2) = (Gm! | R | jm). (1C-39D)

Pour écrire les relations ci-dessus, nous avons effectué la démarche suivante : a
chaque rotation Ry (y3,v2,71) de SO(3), nous avons associé un opérateur quan-
tique ]%p (7v3,72,71) dont les éléments de matrice sont donnés par les représentations
irréductibles de dimension 2j + 1 de SU(2).

Nous allons voir maintenant que cette démarche est incomplete lorsque le spin
de la particule est demi-entier. Supposons que I'on effectue la substitution v, —
72 + 2w ng dans (1C-40a) :

COS2j+7rL—m’—2x(,Yz/2 +7T77,2) _ (,1)(2j+m—m’—2x) na C082j+m—77l/—232(,>/2/2)

Sin2m+m/7m(’72/2 +mng) = (—1)Fermi=mine Sin2m+m/7m(72/2)

soit :
d9) (Pivyy + 2mny) = (=1)2™2 dY) (P;,). (1C-41)

Si on effectue la substitution v — 1 + 27n1, on a :
ei m(y1+2mn1) _ ei myy ei 27rmn1.
Si m est entier, le second terme du produit ci-dessus est égal a 1. Si m est demi-

entier, on peut toujours poser m = k/2, ou k est un entier qui varie suivant m de
—j a j avec un saut de 2 unités :

ei2mmny _ gimhkni _ (71)2jn1' (]_C_42)

Cette relation est d’ailleurs vérifiée lorsque m (donc j) est aussi entier de sorte
que ’'on a toujours :

eim(mt2mny) _ (_1)2j ny eim'u) (1C-43a)
et (vat2mng) — (_1)2ins gim'ys, (1C-43b)
Ainsi toutes les rotations ayant les angles d’Euler définies par :

Y =7 +2mm
Yo = Y2 + 27Ny (1C-44)
3 =3 +2mn3

et qui correspondent a la méme rotation physique ne donneront pas le méme opé-
rateur quantique (ils different par une phase) :

’DEerzm(Pa’Yéa’Yéa’yi) = (71)2j(n1+n2+n3) DE;YL277L(P;73)72771)' (1C_45)
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Ce résultat signifie que lorsque le spin est demi-entier, a chaque rotation corres-
pondent 2 opérateurs quantiques de signes opposés et il est impossible de choisir
le signe par convention. En effet, on peut facilement montrer (si on effectue deux
rotations successives de 7w autour de I'axe Oz ou de 27) que pour de tels spins, on
a seulement la relation

Rpopy = iRpszpl- (1C-46)

On peut expliquer ce résultat & partir des représentations irréductibles de SU(2).
On peut tout d’abord remarquer que la correspondance entre SU(2) et SO(3)
n’est pas biunivoque car si on change a en —a et b en —b, la relation (1C-18) reste
inchangée. Lorsque j est entier, les représentations UU) (M) et U9 (—M) sont
identiques ce qui entraine un isomorphisme entre les représentations de dimension
2§41 de SU(2) et de SO(3). Par contre lorsque le spin est demi-entier, les repré-
sentations UU) (M) et UY) (—M) sont différentes mais correspondent & la méme
rotation physique. On parle alors d’une représentation a deux valeurs de SO(3)
bien qu’en toute rigueur une représentation de SU(2) ne soit pas dans ce cas une
représentation de SO(3) a cause du signe ” — ” possible dans (1C-46).

C.4. Propriétés des matrices réduites et valeurs particuliéres

Propriétés de d(,{v) (P;~2)

De la relation de définition (1C-40a) de dgfgm(P; ~Y2), on a :
d(_jzn, —m(Piy2) = df,;i),’n/(P;'}/Q). (1C-47a)

Si on fait le changement de variable ' = x +m’ — m dans (1C-40a), on obtient :

pe)

m’ m

. _ &' +m—m/ \/(] +m)(G —m)(G+m)(G—m')!
(Pive) =3 (0" e NG T — e T )]

X cos?Itm =m=2"(, /9) sin2”/+m_m/('yg/2) (1C-48)

x!

d’ott la relation :
dii? 77L(P;72) = (71)m7m d’Eer)m/ (P;’Y?) = (71)m o dilja)m’ (P;PYQ)' (1C_47b)
Si on fait les substitutions m’ — —m’ et m — —m dans (1C-48), on a :

d(—jzn/ —m(P;’Y2) = (71)mim/ d(j)

m’m

(P;ya) = (=1)™=™dY) (Piv,). (1C-47c)

Si on remplace 2 par —v2 dans (1C-48), le terme en sinus est multiplié par
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" o . ’ o ’ !
la phase (—1)2* T™=™ ce qui donne une phase totale (—1)2® tm=m +atm=m" _

(—1)”3/, d’ou :

) (Ps—m) = dI) (P;a). (1C-47d)

Si on remplace v, par ™ — 7, dans (1C-40a), le sinus est transformé en cosinus et
réciproquement. En faisant le changement de variable ' = j —m/ —x, on obtient :

Ao Py —n2) = (<17 dy) L, (Pin). (1C-47)

Si on remplace v2 par ™+ v2 dans (1C-40a), le sinus est transformé en cosinus et
le cosinus est transformé en sinus avec une phase (—1)%+m=m =2¢ Enp faisant le
changement de variable 2’ = j —m’ — x, on obtient :

d9) (Pim+72) = (=1)717dY9)_ (P;,). (1C-47f)

Valeurs particuliéres de d¥_(P;~.)

() j=1/2
Lorsque le moment angulaire a la valeur j = 1/2, la forme explicite est donnée
par :
1/2 1/2
dyfy) o (Pive) = dU[7) ) ,(Pina) = cos(12/2)
1/2 1/2 .
di | o(Piye) = =7 | (Pi) = sin(y2/2). (1C-48)

(B)j=1

Dans le cas ot le moment angulaire j est égal a 1, on a :

1
dgll)(P;’)Q) = dg%q(P;’)’Q) = 5(1 + cosy2)

1
Ay (Piy2) = di” 4 (Pyya) = —df (Pina) = —d o (Psy2) = 755
1
A (Piy2) = dU, (Piy) = (1= cosno)
di) (P;72) = cosya. (1C-49)
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(v)j=3/2

dy o (Pia) = dP47) ., o(Pia) = cos®(12/2)
3/2 3/2 3/2 3/2
Ay o (Pi2) = dP[7) 5 (Pine) = =di% 5 (Psne) = —df7) , ,(Pine)
= V3cos?(72/2) sin(v2/2)
(3/2) . _ g(3/2 . _ 43/2 . _ 43/2 .
d3/271/2(P’72) *dg//Qz:s/z(P"Y?) - dq/%g/g(Pa'YZ) - d73/;1/2(Pa'72)
= /3 cos(y2/2) sin?(v2/2)
3/2 3/2 .
dy?) s o (Piva) = —=d®70) L o (Pi) = sin®(72/2)
3/2 3
dg//21)/2(P§'Y2) = d(,l//2;71/2(P572)
= cos®(72/2) — 2cos(v2/2) sin®(y2/2)
— cos(2/2) (3052 (12/2) — 2)
3/2 3/2
A7 o (Pi2) = =d)), o (Pi2)
2c082(72/2) sin(y2/2) — sin®(y2/2)
= sin(y2/2) (2 — 3sin(12/2) ). (1C-50)

(0) 5 =2

d5)(P;72) = d%) _5(Pin2) = cos*(12/2)
d57(Pinn) = d%) 5(Pine) = —d3(Pinz) = —d%) 1(Piy2)
= 2co0s’(72/2) sin(y2/2) = %(1 + cosy2) siny,
dy9(Pin2) = g 5(Pine) = df3(Psn2) = d%q(Psae)
= V6cos?(y2/2) sin?(12/2) = \/gsiHQ'yg
dy”) 1 (Pive) = di”) 5 (Pinz) = —d®)y(Pia) = —d%),(Pia)
=2 cos(y2/2) sin®(72/2) = %(1 — COS7y2) sinys
A 5(Piy2) = d%,(Piy) = sin' (12/2)
A} (Pin2) = A% (Psne)

= cos?(72/2) — 3cos?(72/2) sin? (72 /2) = %(1 + cosy2) (2cosva — 1)
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A (Pin2) = d”1 (Piy2) = —dif) (Pi2) = —d%o(Pin2)
= V6 (cos®(72/2) sin(72/2) — cos(72/2)sin’(12/2))

3
= \/; Sin 2 €osy2

AP (Piy2) = dP) | (P72) = 3cos?(72/2) sin®(12/2) — sin(72/2)
= %(1 —cos7y2) (2cosy2 + 1)
cos® (12/2) 4 sin?(72/2) — 4cos?(v2/2) sin?(y2/2)

1
=3 (3cos®yy — 1). (1C-51)

d$) (P;v2)

C.5. Propriétés des matrices de Wigner et conventions
Propriétés des matrices de Wigner
L’opérateur de rotation étant unitaire, on a :
. S . e . A .
(Jm | Ry |jm') = (im| R, |jm')=(jm'|[Rp |jm)" (1C-52a)

c’est-a-dire :
(1C-52b)

La méme propriété d’unitarité entraine deux relations entre les éléments de ma-
trice :

]mm"

N At ‘ _
(Gm | Ry Ry | jm/) = 6mm=2_n(Gm | Ry [ jm")(Gm" | Ry | jm)

2m
Do {Gm” | Ry [ jm)*(Gm” [ Ry | jm).

Cette relation s’écrit encore :

Z ’Dg)’m (P;’YSaPYQa’Yl) Dv(q{)’ m’(P;73’72771> = 5mml‘ (1C_53)
m’’

La seconde relation s’écrit :

: - : -
= (dm | By | gm")(jm” | Ry | jm/)
=2 (dm | By | gm”){(jm' | Ry | jm" )~

ce qui est équivalent a :
Z D'Eer)7rL//(P;73772’71),D£yj}m” (P;73a72771> = 5mm’ (1C—54)

en prenant le complexe conjugué de cette égalité, on peut écrire :

S DY s (P iys72,m) Dol (P73, 72, 71) = O (1C-55)
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Ces matrices de Wigner posseédent de plus des relations de symétrie (1C-47c¢) :

Dg?m (P;737'723'71) = (_l)m _mD(—j'r)n’ _,,YL(P;')/:&,’YQ,'Yl)
(71)m7m D(—jer/—7rL(P;73’72’71) (1C_56)

et sont normalisées suivant :

™ 27 27 s )
/ sin v dvyz / dy / dys Dfi?m (P373,72,71) Df,ﬁ)ml (P3y3,72,m) =
0 0 0

872
méjjl Smm, Oms me. (1C-57)

Conventions

Nous avons vu qu’a une rotation de SO(3) correspond deux opérateurs lorsque le
spin est demi-entier. Nous allons maintenant définir les opérateurs quantiques tels
que :

— le domaine de définition des angles d’Euler est donné par :

0<m <2m; 0<y <m; 0<v; <2m; (1C-58)

— le signe de lopérateur sera tel que pour une particule de spin 1/2, on devra
retrouver la valeur donnée par (1C-5) ou (1C-6) ou (1C-7).

Soit donc un opérateur Rp (73,72, v1) défini par ses angles d’Euler quelconques. On
se propose de déterminer d’une part les angles v3', v2/, 71’ respectant les conven-
tions données ci-dessus et d’autre part la phase reliant les opérateurs Ry (73, ¥2,71)
et Rp(vs',72',717). Les égalités (1C-47b) et (1C-47d) entrainent :

d(j)

m’ m

(Psy2) = (—1)"™ d¥) | (P;—2)

. _ ’ N _ ’ i ’ . . .
mais (—1)""" = et (M=) — e=imm’ gimm O peut donc dire qu'une rotation
de 2 autour de ’axe Oy est équivalente a :

— une rotation de 7w autour de Oz ;
— une rotation de —vyy autour du nouvel axe Oy ;
— une rotation de —m autour de I'axe Oz final.

On en déduit que les rotations Ry (73, 72,71) et Rp (73,72’ 71’) sont équivalentes
avec :
r_
71 =M+ 2
Yy = Y2 + 2mny (1C-59a)

Y5 = Y3 +2mng
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ou :
Y =m + 7+ 2
Vb = —v2 +2mng . (1C-59b)
V4 =3 — T+ 2mng

La relation qui existe entre les opérateurs quantiques correspondants est alors
donnée simplement par :

Rp(ys,72,m) = (—1)2 (mFm2tm5) B (s" 40! 1) (1C-60a)

ou :

DY) (P, 75,71) = (—1)2matnatna) pU) (s o y1). (1C-60D)

Exemples et cas particuliers

(a) Rotation de ~o autour de Oy avec w <7y < 27

Si on pose y2 = 7+ x, on aura (avec ny = 0,n2 = ng = 1 dans (1C-59b)) :

Ry(0,72,0) = Ry(m, 7 —x,7)

soit :

Ry(0,72,0) = Ry(m,2m — 72, 7). (1C-61)
(b) Rotation de - autour de Oy avec —m <y2 < 0
Avec ny = ny = 0 et ng = 1 dans (1C-59b), on a :

RP(Oa’YQ’O) = (_I)QJ Rp(ﬂ-a _'72777)' (10'62)

(¢) Rotation inverse d’une rotation quelconque

I est clair que lopérateur R,(vys,7v2,71) aura pour opérateur inverse

: s L
[Rp(73,72,71)] = Rp(73” = =71, 72" = =72, m" = —73). Dol :

. ) ‘
[Rp(73772,71)] = (71)2] (n14na+ns)
X Ry(ys" = —m1 — 7+ 213, 72" = y2 + 2mn2, " = —y3 + 7+ 2mn;).  (1C-63)

Si les angles d’Euler 71, 72,73 sont définis avec les conventions (1C-58), on a :

[Rp(')/?n Y2, ’Yl)]_ = (_1)2j (n1+n3)

X Rp(%" =—y1 — 7+ 2mng, 72" =y, = =3+ 7+ 2mn1). (1C-64)
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(d) Rotation d’un angle v autour de l'aze Ox

On doit d’abord identifier terme-a-terme les deux matrices (1C-5) et (1C-8) ce qui
donne :

cos(ys +71)/2 cos(v2/2) = cos(y/2) avec sin(ys+y1)/2 =0

et :
sin(ys —y1)/2 sin(y2/2) = sin(y/2) avec cos(y3 —71)/2 =0
ce qui donne :

m m
Y1 = —5 + Ny Y3 = 5 + ngm. (10'65)

L’identification des termes impose que la somme ni1+n3 doit étre paire. En prenant
ng = 0 et n; = 2, on trouve :

3

T
n= A Yo =7+27 (1C-66)

soit :
Ry(v/0z) = Rp(ﬂ/.2,y+ 27, 3m/2)
= (71)% RP(W/Z’% 37(/2>

Cette égalité est valable si vy est compris entre 0 et 7. Si ce n’est pas le cas, on sera
amené a modifier cette relation en utilisant (1C-59a, 1C-59b) de maniére & rendre
1, 2 et 3 compatibles avec les intervalles définis par (1C-58) et on introduira la
phase supplémentaire donnée par (1C-60). Nous allons traiter comme exemple le
cas ol —m < 7 < 0. En utilisant (1C-59b) avec v; = 37/2 et y3 = 7/2, on trouve

n1 = —1, nyg =0 et ng = 1, ce qui donne finalement :
Ry(v/0x) = (=) Ry(n/2,7,37/2) si 0<y<m (1C-67a)
et :
Ry(v/0x) = (=1)¥ R,(37/2,—v,7/2) si —m<~y<O. (1C-67D)

(e) Rotation d’un angle m autour de chacun des azes

() Rotation autour de l’axe Oz

Ry(7/0z) = er ™ (1C-68)

soit : , _
DY) (P;0,0,7) = ™™ S (1C-69)

et : . .
Rp(m/0z) [ jm) = ™™ | jm). (1C-70)

(B) Rotation autour de l'aze Oy

Ry(m/0y) = en™ v (1C-71)
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soit : ‘ ‘
DY), (P;0,7,0) = dY)

m’m

(P;). (1C-72)

Cet élément de matrice ne sera non nul que si 25 +m —m’ — 2z est nul. En rem-
plagant la valeur de z = j+ (m —m’)/2 ainsi obtenue dans les inégalités (1C-40b),

on trouve m’ = —m et x = j + m. Finalement, I'expression (1C-40a) donne :
d9) (Pim) = (1) Gy = 7T 5 (1C-73)
On a donc
DY) (P;0,m,0) = (=1)7H7" Gy = TN 5 (1C-74)
et :

Ry(n/0y) | jm) = (=1)77™ | j —m) = &0 | j —m).  (1C-75)

(v) Rotation autour de l'aze Ox

By 0r) = 7. (1C-T6)
D’apres (1C-67a), on a :
Ry(y/0z) = (~1)% Ry(w/2,7,3m/2) (1C-76b)
d’ou :
[Rp(m/02)],, = (=1)% 5™ (174 5y 5
= (=D (1) T
mais :

() (-1pm = (1o
(11) (—]_)_j_m — e~ im(Jtm) — g—imj g—imm

(ili) (—1)% = e?ind

ce qui entraine :

[RP(W/Ox)}m,m =€ St (1C-77)

et :
Ry(m/0x) | jm) = ™ | j —m). (1C-78)

D. Correspondance entre les transformations
géométriques
Nous avons vu que toute rotation dans I’espace habituel pouvait étre définie par les

angles d’Euler ou par un vecteur unitaire et un angle de rotation. L’opérateur (ou
les opérateurs) de rotation associé est généralement donné en fonction des angles
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d’Euler. Dans ce complément, nous donnerons les lois de correspondance entre
les deux transformations géométriques et plus particulierement nous exprimerons
les angles d’Euler en fonction des composantes du vecteur unitaire u (d’angles
polaires 0 et ¢) et de 'angle de rotation ~.

La loi de transformation des coordonnées d’un point quelconque est la méme
pour les deux transformations. En d’autres termes, cela signifie que les éléments
de matrice R}, i donnés par les relations (1-11) et (1-13) doivent avoir la méme
valeur numérique.

Si on calcule la somme des éléments diagonaux, on trouve :

R. .+ RE

P11 b gy T R 53 = cosy2 [1+ cos(y + y3)] + cos(v1 +73)

= 2c0s%72/2 [1 +cos(y1 +73)] — 1

=1+ 2cosy = 4cos’y/2 — 1 (1D-1)
ce qui entraine :
cosz% cos? <71 —;73> = COSQ%' (1D-2)
La seconde relation peut étre déterminée uniquement a partir de R; 33 °
- 272
Ry g3 = 0872 = 1— 251n2?
= cos?9 (1 — cosy) 4 cosy
=1 2sin0 sin2% (1D-3)
soit :
cosyp = cos’® (1 — cosy) + cos~y (1D-4a)
ou encore :
SiDQ% = sin?y Sin2%~ (1D-4b)

Une autre relation simple est obtenue en faisant la somme R, . Ry 91 -

RE 4+ RE

P12 p oy = 2uaty(l —cosy) = sin®d sin2¢ (1 — cos)

= 2sin®9 sin2¢ SiHQ%
= cosy2(cosys siny; — sinys cos~y;) + sinyz cosy; — cosy3 siny;
= 2sin(ys — 'yl)siHQ% .
En utilisant (1D-4b), on trouve :
sin2p = sin(y3 — 71) (1D-5)
ce qui donne deux solutions possibles :

Y3—N
()0:7

5 (1D-6a)
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ou :
0 e
= Z. 1D-6b
¢ 5 T3 ( )
Si on fait la différence R}, 91 — Rp |0 On obtient :
Ry o — Ry 1y = 2ussiny = 2cosd siny (1D-7)

—(1 4 cosyz) sin(y1 + 7s3)

ce qui conduit aux deux relations :

(14 cos~yz) sin(y1 +7v3) = —2cos?d siny (1D-8a)
(1 + cosz) sin <’71 ;%) cos (M —;73) = —cos? sin~. (1D-8b)

r

P 13" En faisant la

Des calculs similaires peuvent étre faits a partir de R; 4 €t R
somme, nNous avons :

sin~ys sin (71 ;r%> sin <¥> = 2sind cos? SiHQ% (1D-9a)

ou :

sin % cos % sin <71 ;73> sin <%> = sin?v cosd SiDQ%- (1D-9b)

La différence donne :

sinys cos <¥> cos (73 271) = sind sinp siny (1D-10a)

ce qui est équivalent a :

sinE cosE cos nts cos By sin ¢ sin g Sinz cosl-
2 2 2 2 2 2

(1D-10b)
Si on éleve cette derniere égalité au carré et utilisant (1D-2) et (1D-4b), on trouve :

cos? <%> = sin%p.

Seule la relation (1D-6b) est donc vérifiée. On a donc :

Y1—73 , T 1 —73 ™
_ T, - T 1D-11
© 5 T5 5 5 ( )

avec :

cosp = sin <’Y3 ; 71) ; sinyp = cos (73 ;%) : (1D-12)
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En remplacant 1’égalité (1D-12) dans (1D-9) et (1D-10), on obtient alors :

sin vy sin (%) cosp = 2sind cos? sin2% (1D-13a)
ou:
sin 2 cos 22 sin <m> cos ¢ = sin¥ cos ¢ sin? L (1D-13b)
2 2 2 2
et :
sin vy, cos <¥> =sind siny (1D-14a)

ce qui est équivalent a :
sin 2 cos 2 cos Nty sin® sin 2 cos 2- (1D-14b)
2 2 2 2 2

Les relations (1D-2) et (1D-4b) peuvent aussi s’écrire :

‘cos 221 cos (71 + 73) ‘ = ’COS 1 (1D-15a)
2 2
sin % ’ =sin¢ |[sin %’ . (1D-15b)
Si on définit maintenant : )2
sinx
= e 1D-1
£(@) | sinz/2 | ( 6)
La relation (1D-14b) s’écrit :
Y2 Y1+ Y
g(y2) cos 5 cos 5 = &() cos > (1D-17)

On peut calculer les angles d’Euler a ’aide des relations ci-dessus. On peut tou-
jours choisir le signe de 72 quelconque d’apres (1C-57b). Nous le prendrons par
convention tel que le produit v,7 soit positif ou nul.
Si on pose :
xy = cos?® (1 —cos~y) -+ cos~y

I’angle 5 sera alors donné par :
Yo = € arccos xs. (1D-18)

Les relations précédentes (1D-17) et (1D-8b) donneront les valeurs de
cos (71 + v3)/2 et de sin (y1 + ¥3)/2. On pourra en déduire la valeur de (y1+73)/2.
~1 et 3 seront alors donnés & 1'aide de (1D-11). Pour cos ¢ différent de zéro, les
relations (1D-13) doivent étre vérifiées et ainsi confirmer ou infirmer le choix de 5.
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Rotations actives

Dans le chapitre précédent nous avons vu comment se transforment des grandeurs
physiques lorsqu’on passe par rotation d’un systeme de référence a un autre. Il
existe un autre type de transformation que ’on appelle active dans laquelle on fait
subir la rotation au systeme physique tout en restant dans le méme systeme de
référence. Leur étude et la comparaison avec les rotations passives fait I'objet de
ce second chapitre.

1. Transformations géométriques

1.1. Transformation définie par les angles d’Euler

Soit un repére (S) défini par trois vecteurs unitaires e,, e,, e, orthogonaux. Dans
une rotation active, on fait subir au systeme physique une rotation telle que le point
M de coordonnées (z, y, z) dans le repere (S) sera transformé en un nouveau point
M’ de coordonnées (x’, 3/, z’) dans le méme repere (S). Sion attache un repere (S’)
au systeme physique, (S) et (S') étant initialement confondus, la transformation
sera définie par :

— une rotation de v; autour de Oz faisant passer du triedre (e, ey, €.) au
triedre (eg,, ey, €z,) ;

— une rotation de 9 autour du nouvel axe Oy = Oy; faisant passer le triedre
(ezlv eyu eZl) au triedre (69527 ey27 ez2) )

— une rotation de 3 autour du nouvel axe Oz = Oz, faisant passer du triedre
LY / / /
(s, €y, €2,) au triedre (e}, ey, €,).
Il est clair que la loi de transformation faisant passer les vecteurs unitaires (e,

ey, ;) aux vecteurs unitaires (e}, e,,, €.,) est la méme que dans une rotation

passive :
e;/ cosvys sin~ys 0 cosvy2 0 —sin~ys cosvyi sin~vy; O [
e;/ = —sin~ys cosvys 0 0 1 0 —siny; cosvy1 O ey . (1—7)
e'z, 0 0 1 siny2 0 cos~y2 0 0 1 e,
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Cette égalité s’écrit encore :

/

eII ex

e, | = | Ry (v3,72,7) e | (2-1)
/

e, o

Par contre, la loi de transformation des coordonnées est différente de celle du cas
passif. En effet, nous avons :

r =xe; +ye, + ze, (2-2)

x, y et z étant les coordonnées du point M dans le repeére (S). Dans ce dernier, le
nouveau point M’ aura les coordonnées z’, 3y’ et 2’ telles que :

v =2'e, +y e, + e, (2-3a)
Ses coordonnées suivant les axes unitaires (e, ej,, e,,) du repere (S8') sont évi-

demment les mémes que celles de M suivant (e, ey, ) :
v = ze, +ye, + ze,. (2-3b)
L’égalité entre les relations (2-3a) et (2-3b) peut aussi s’écrire :
e, e
(' y ) ey | =(zy2) e,
e, e,

€y

=(zyz) | Ry(my2mn) | | ey

€z

soit :
(«y 2) =(zyz) | Ry (13,72,m)

En prenant la transposée de cette relation, on obtient :

X N X
vl = | Ro(svzm) Y
Z z
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La matrice R (v3,72,71) étant orthogonale et réelle, on a :

Rg(’yl’n’}?a 71) = R; (_717 -2, _73)

== R; (71772;73)

d’olt :
! r r r
T Ra11 Rai2 Raas €
/ _ r r r
Y = a21 Rage Raos Y (2-4a)
! r r r
z Ra 31 Rasze Rass Z

ou sous la forme du produit de 3 matrices :

/

T cosyir —sinvy; 0 cosvyz 0 sin~ys cosvyz —sinvys 0 x
! = siny; cosvyi1 O 0 1 0 sinys cosvys O y | . (2—4b)
P 0 0 1 —sinyz 0 cosvyz 0 0 1

Les éléments de la matrice de rotation peuvent étre calculés explicitement. On
trouve :

DY Rr .... =

aij
COS 7y1 COS Y2 COS y3—sinyy sinys  — cos 1 cos y2 sinyz—sinyj; cosys  cos -y sin vz
sin 1 cos y2 cosy3+cosy1 sinyz3  —sin~yj cosyz siny3+cosyy cosvyz  sin~y sinyz (2—5)
— sin 2 cos s sin 2 sin y3 [ )
ou encore

R 11 = COSY1 COS Y2 COS Y3 — sin~y; sinyz

R 91 = Sin“y1 €os y2 cosy3 + cos 7y siny3

R} 4, = —sinyz cosvys
Ry 15 = — COS7y1 COS Y2 sinyz — sin~y cos s
R 95 = — sin~y; cosya sin~ys + cosy1 cos 3

R 55 = sinyz sinys
R} 15 = cosyisinys
R o5 = sin~yy sinys
R 45 = €OS V2. (2-6)

La relation (2-4a) s’inverse pour donner :

r r r !
x a11 Rao1 Ras z
_ r r r /

Y = a12 Raoe Raso yl- (2-4c)
r r r !
z a13 Raos Rass Z
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On remarquera que pour passer des transformations géométriques passives aux
transformations actives, il suffit d’effectuer les substitutions suivantes :

Y — T3
T2 T2 (2-7)
Y3 = =71

D’apres la définition de Ry, I'égalité (2-1) s’écrit aussi :

! r r r
€y Ra11 Raor Ras e
T
/ _ r r r
ey | = Ria12 Raos Rago e, | (2-8a)
! r r r
€. Ri13 Ra2s Rass e,

Cette égalité s’inverse pour donner :

r r r /
Ra11 Ra12 Ras €y

e,
_ r r r /
e, | T R Raoe Rios €y |- (2-8b)
r r r !
e, Ra 31 Rase Rass e

1.2. Transformation définie par un vecteur unitaire et un angle

Si on exprime les cosinus directeurs du vecteur u en fonction des angles ¥ et ¢,
on a :

Uy = sind cos

U, = sindsin

u, = cosv.

La transformation géométrique se fait simplement & partir du cas passif a 'aide
de la loi de substitution :

v = - (2-9)
On pose :

RE = u2(1 — cosv) + cosy
Ry o1 = Ugly(1l —cosy) + u, siny
Ry 41 = gt (1 — cosvy) — uy, siny
Ry 15 = Ugty(1 — cosy) —u, sinvy
Ry 9o = ui(l —co87) + cosy
Ry 55 = uyt.(1 — cosy) + ug siny
Ry 13 = ugu(1 — cosy) + u, siny

& 03 = Uylz(1 — cosy) — ug siny

RE 45 = u2(1 — cosy) + cosA. (2-10)
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Les coordonnées du point M’ sont données en fonction de celles du point M par la
relation (2-4a) et inversement celles de M en fonction de M’ par la relation (2-4c).

Signalons enfin que les relations (2-8a) et (2-8b) qui permettent d’exprimer
la transformation du systeme physique en fonction des vecteurs unitaires restent
valables dans ce cas.

2. Transformation d’un champ scalaire

2.1. Définition

Soit | @) le ket décrivant 1'état du systeme avant la rotation. L’amplitude de
probabilité de trouver une particule sans spin au point M de coordonnées (x, v,

z) est égale & ¥ (z,y,2) = (z,y,z | ¥). Apres la rotation du systéme physique,
le nouvel état sera décrit par le ket | o ). Dans le repere (S) le point M sera
transformé en M’ de coordonnées (z', v/, 2) et (2,9, 2" | w' ) = w' («',y, 2")
représente 'amplitude de probabilité de trouver la particule en M’ apres la ro-
tation. Considérons maintenant un observateur attaché au repere (S’), les deux
reperes (S) et (S§’) étant initialement confondus. Pour cet observateur, rien n’aura
changé apres la rotation : le point M’ aura dans le repere final (S”) les mémes co-
ordonnées '’ =z, y' =y, 2’ = z, (¢f. Eq. (2-3b)) et I’état physique sera toujours
le méme avec une amplitude égale & ¥(x,y, z). Cette grandeur étant indépendante
du repere, on aura par définition :

r

Ty ) = Wz, y, 2). (2-11)

Cette égalité est 'analogue de la relation (1-18) trouvée pour une rotation passive.
Comme dans ce dernier cas, il existe un opérateur quantique R associé tel que :

RY

Ry|w) =[w™). (2-12)

Rappelons que pour trouver la forme explicite de 'opérateur de rotation, nous

avons envisagé des rotations infinitésimales & partir de I’égalité (1-18). Il est inutile

de reprendre ces calculs (jusqu’au second ordre) en partant de la relation (2-11)

puisque le résultat final peut étre trouvé en utilisant les lois de substitution (2-7)
u (2-9). On a alors :

AT

R, = e rnnlzg—gr2Llyg—5v3L: (2_13)

ou :
AT

R, =e #ol (2-14)

a

On voit en comparant 1’ordre des matrices et des opérateurs respectivement dans
les relations (2-4b) et (2-13) que 'homomorphisme entre les rotations géométriques
et quantiques est conservé dans le cas actif.
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Ezemple. On considere une particule libre se déplagant dans la direction Oy. Dans
la représentation d’impulsion, ’état physique s’écrit :

| &) =1 (0,%,0))

et en représentation {r} : .
U(x,y,z) = ™. (2-15)

Si on effectue une rotation du systéme physique de 7/2 autour de 'axe Oz, cette
particule se déplacera suivant la direction Oz. En effet les éléments de la matrice
de la transformation géométrique pourront étre calculés a partir de la relation
(2-10) avec uy = 1, uy = u; = 0 ety = 7/2. D’apres (2-4a) et (2-4c), on a :

! 100 T
y = loo-1] [y (2-16a)
Z 01 0 z
T 100 !
yl=(oo1] [y (2-16b)
z 0-10 Z
La relation (2-16b) donne alors ky = kz’ d’ou :
W(J;, y) Z) — LZ/RQ (xl, yl, ZI) — eikzl
ce qui donne :
A
| v ") =] (0,0,k)). (2-17)

2.2. Moment angulaire orbital et matrices de rotation

D’apreés la forme analytique de 'opérateur de rotation, un état propre des opéra-
teurs L? et L, sera transformé en une combinaison linéaire d’états propres de L, :

l

Rjimy= 3 MY (4 [ 1m) (2-18)
m/=—1
avec : r
(b | R Im) =M, (4) . (2-19)

Dans le cas ou la rotation est définie par les angles d’Euler, on introduit des
matrices dont les éléments sont définis par :

Do m(As,72,75) = (Im [ e Arbeeminzbvem ke | Im).(2:20)

m’m
La forme explicite de ces éléments pour un spin entier ou demi-entier est donnée
dans le complément B.
On peut utiliser la définition d’un champ scalaire pour établir la loi de trans-
formation des harmoniques sphériques dans une rotation active.
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Si ), p et ¥, ¢ sont les angles dans le repere (S) définissant respectivement
le point M et son transformé M’, nous avons :
W | Byl Im) = (@0 | im]™ ) = )" (@)
=(d,p [ Ilm) = Yim(ﬂa@)
<19l’<pl | Zin’:fl D'ErlL)’m(A;'yl7’72a'y3) | lml>
e Dl (A1, 72,7) (0 ¢ | 1)
r—_1 Dg)/m(A;’h,’Yz,’Y:s)Y}m,(ﬂ/a80/)~

™1™
3737

D’ou le résultat :
l

YW,0) = Y DY (A1) V(0 ¢). (2-21a)

m/=—1

Cette relation s’inverse pour donner :

l
Yiml(ﬂ/a(pl) = Z nyll)’m (A;W1772773) Yim (19; 50) (2_21b)

m=—I

Ces relations établissent la correspondance qui existe entre deux points distincts
transformés I'un de I'autre par une rotation active.

Relations entre les harmoniques sphériques et les matrices de rotation
La premiere relation peut étre déduite de (1-35a)

2A+1
T DY) (P =971 = )

=

ﬁ

YE’HL (19’ ()0) —

= 2041 (10| env3legnLygr el | im)

5]

=~
nE
—

= (Im | e weleg=w0Llyg= g1l | ZO>*

20+1

=~ =~
gD

DYy (A = ¢, 72 = 9, 73). (2-22a)
De méme, en utilisant (1-37a), on obtient :

’ m’ 2Z + 1
V"™ (9, 9) = (-1) T DD Py = 9,72 = 9, m)

S
+|5
A

(Im/ | eF#l=ei?Lveimls | ()

4
= (—1)7n/ 2Z4+ ! <ZO | e_%'“Lze_%ﬂLye_%“DLz | lml>*
I8
/ 2Z + 1 1 *
= (_1)m Tpé’)”' (A§'Yla'}/2 =1,73 = (p), (2—23&)
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Ces deux dernieres relations peuvent s’écrire en fonction des matrices de rotations
réduites :

2041

VW) = 4| dh (A;9) ™ (2-22b)
’ 2l ]. / P
Y (0, 6) = | T (1) d), (459) . (2-23b)

3. Transformation des observables dans &'

3.1. Définition

Le raisonnement que nous avons fait pour les rotations passives pour trouver la loi

de transformation des observables peut étre refait ici. Nous donnerons uniquement
B s " s A ARY

le résultat final : Popérateur transformé de opérateur O, que nous noterons O

est défini par la relation :
AR

o0 — RoR" (2-24a)
tel que

@™ 0™ | o™ = w | R ROR. R | )
=W 0| P). (2-24b)

Ezxemple. On peut sur I'exemple de la particule libre du paragraphe précédent
illustrer la loi de transformation des observables. Avant la rotation, la particule
est dans un état propre de I'opérateur P, puisque :

. h 0O
P, = - =
v iy
d’ou :
Py ey = Ezk etV = nk ety
)
mais :

9 _oro o oo
Oy Oy ox' Oy Oy Oy 07

ce qui donne dans notre cas particulier (2-16a) :

0 B 0
oy 97
La loi de transformation s’écrit donc :
B, = P.
ou encore :
ar o~ arf .
P,— R,P/R, = P. (2-25)

ce qui est le résultat attendu d’apres (2-17).
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3.2. Opérateurs vectoriels et tensoriels

L’opérateur Py du paragraphe précédent est une observable vectorielle au sens de
la transformation active. Nous allons maintenant donner les lois de transforma-
tion de telles observables. La encore il suffit de procéder par analogie avec le cas
passif. Nous avons vu que la loi de transformation des composantes d’un vecteur
ou d’un opérateur vectoriel s’exprimait exactement de la méme fagon. Pour s’en
convaincre, il suffit par exemple de comparer (1-46b) et (1B-15b) pour les compo-
santes cartésiennes et (1-59a) et (1B-18a) pour les composantes standard. La loi
de transformation s’écrit en conséquence :

Vx R; 11 R; 21 R; 31 Vx
Vy — | Rai12 Raos Ra s Ay (2-26)
Vz Ra 13 R, 23 R, 33 Vz
et :
A‘ - Z DVM A;71772773) Vl/ . (2-27)

v=—1

Cette derniere transformation peut se généraliser aux opérateurs tensoriels irré-
ductibles d’ordre k :

— Z D(k) (As591,72,73) Tf ) (2-28)
v=—%k

Comme dans le cas passif, la transformation d’une composante cartésienne quel-

conque d’'un operateur vectoriel peut se trouver d’'une maniere purement geome—

trique. Soit V une observable ayant trois composantes cartésiennes Vx,Vy,V

et n un vecteur quelconque. Etudions la loi de transformation de lopérateur

V.n= Vn On écrit le vecteur n initial sur la base (e, ey, e.) :

n=n;e, + ny,e, + n,e, (2-29)

et
V-n:ffnzf/xnx—l—f/yny + V. n,. (2-30)

Dans la rotation du systeme physique, le vecteur n sera transformé en un autre
vecteur n’ (voir (2-3b)) :
n' =n, e, + nye, + n. e, (2-31)

On peut alors exprimer & partir de (2-8a) les composantes de ce vecteur en fonction
des axes fixes :

n = Ny (R; 1% e, + R; 2!1- ey“‘ Rzg% ez)
+ 1y (R 10 €+ Ry g€y + Ry 35 €2)
+1n. (Ry 3 €+ Rygzey+ Rysse:)
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ou en regroupant les termes :

n' = (R; ne TRy a1y +R, 3712
+(Ra 91 Me + Ry 9 My + R, 03 M) ey
r r r
+(Rasz te +Ragony +Rysgnz)e.

d’ou :
/ / / /
n = n,e; + n,e + n,e; (2-32)
avec :
A r r r
Ng Ra11 Ra12 Raas N
/ _ r r r
ny | = | Raor Rage Raos ny | - (2-33)
i r r r
n, Ras1 Raso Rass U

Cette relation n’est rien d’autre qu'une généralisation de (2-4a) & un vecteur quel-
conque.
On aura alors :

Vin =V, = RVR = Von!
-V (2-34)
=V, nl + Vyn; + V. nl.

La loi de transformation de I'opérateur Vy par exemple se fait en posant n, =
n, = 0. Dans la rotation particuliere du paragraphe précédent, on a

n., 100 0

nl = loo-1f |1

n,, 010 0
ce qui donne : n;, = ny = Oetn, = 1.

4. Transformation d’un champ de spineurs

4.1. Transformation dans I’espace &£°

L’opérateur de rotation associé a la rotation active s’écrit, en analogie avec le cas
passif :
A S
R

a

= e nvwS (2-35)
ou :

RS — 67%713267%72S’y67%73s2 . (2_36)

a

L’opérateur de rotation peut aussi s’exprimer en fonction des matrices de Pauli :

a

Rs:cosgl—isin%a-u (2-37)
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h
ou, en tenant compte de la relation S = 50’ :

~ S

R :cosll—2lsin%8-u . (2-38)

@ 2 h
Si I’état du physique est décrit dans 1’état initial par le ket | s m), apresla rotation

du systeme physique, il sera décrit par le ket | [s m)] " ) tel que :

| sm) | [sm]™) =R | sm)

S

= > (R, | sm) (2-39)
avec . s s
[R,] , =(sm | R, |sm). (2-40)

m m

En particulier pour une rotation définie par les angles d’Euler, on a :

A S

[Ry] , =D (Ai71,72,78) (2-41)

m - m

et la transformation s’écrit :
Ry ~8
| sm)—| [sm] ") =R, | sm)

Z D A 71772773) | Sml>' (2_42)

m/=—s

La loi de transformation des observables agissant dans I'espace £° est la méme que

celle dans l'espace £ :
~ RS S

0" — R or" (2-43)
tel que :

s

(s m™ 1 O™ s m™) = (s m|O | s m'). (2-44)

Ezxemple. Considérons un systéme physique constitué par une particule de spin
1/2 dont I'état quantique est décrit par le | 1/2 1/2). Son spin est donc dirigé
positivement suivant le vecteur n confondu avec le vecteur unitaire e,. Apres une
rotation de 7; = ¢ autour de Oz, suivie d'une rotation de o = ¥ autour du
nouvel axe Oy, le spin de la particule sera dirigé positivement suivant n’, vecteur
transformé de n.

D’apres (2-6) et (2-33), on a :

n’, cos ¢ cost — sin @ cos p sin 0
v | = |sinpcos? cosp singp sind 0 (2-45)
n., —sin? 0 cos v 1

I~ A 3 A 3 A
d’ou n;, = cospsind, ny = singsind, n, = cos.
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Nous allons retrouver ce résultat en faisant agir I'opérateur de rotation sur
le vecteur propre initial. Dans le cas particulier nous concernant, la matrice de
rotation est donnée par (2B-12) :

e /2 cos(19/2) —e~ /2 sin(19/2)
D(1/2)(A7 30’19’0) = (2_46)
e/ sin(9/2) /2 cos(19/2)

et d’apres (2-40) et (1-70a) :
R 1/2 1/2) =e /2 cosg | 1/2 1/2) 4 ei#/? sing | 1/2 —1/2)
=11/21/2),, (2-47)
ce qui est le résultat attendu.

Etudions maintenant la loi de transformation des observables dans ce cas parti-
culier. D’apres la relation (2-34), on doit avoir :

S.=8. - RSE =8 w
=S, (2-48)
= Sy ny, + Syny, +5.n.
Nous allons retrouver ce résultat par un calcul explicite. En effet :
RS S s o st
(Sn) " =8." =RS.RK (2-49)
avec :
R =e #9578 (2-50)
L’opérateur 1:2: peut encore s’écrire :
]%Z =a+bo,+coy+do, (2-51)
avec :
a:cos—cosf c:fz'sin—cosf
2 2 2 2
0
b= isinw sin > d=—icos—sint - (2-52)
2 2 2 2
Finalement, on trouve :
RZS’ZRZT = cSos <p/sin19 Sy +sinp sind Sy, + cos? S, (2-53)
= -n

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



. Rotations actives 91

4.2. Transformation dans I'espace £&* ® &£°

Nous ne reprendrons pas en détail les développements effectués dans le cas des
rotations passives et nous ne donnerons que les principaux résultats. Rappelons
que 1’état physique avant la rotation peut étre décrit dans le repere (S) par le ket

1/2

vy = > /d3r| rm) ¥, (r) (1-94)

m=—1/2

ou bien sous la forme d’un spineur a 2 composantes :
Lpl 2(1‘)
7](r) = / : 1-95
o)) = () (1-95)
En représentation {r}, le ket | &) s’écrit

1/2

(r @)= Y W) |m) . (1-96)

m=—1/2
Le bra associé (¥ | s’écrit en développant de la méme maniere :

1/2

(= > /d3rw;(r)<rm| : (1-97)

m=—1/2
Ce qui permet de définir le spineur adjoint :
(2] (r) = (T 2250) (1-98)

Apres la rotation, le nouvel état sera représenté dans le méme repere par le ket
Ra ’ .
| ) défini par :

|0 = R | W) (2-54)
avec : R it oas
R.=R,R, . (2-55)

Si(z, y, z) et (2/, v/, 2') représentent respectivement les coordonnées du point
M et de son transformé M’ dans (S), les composantes des spineurs décrivant le
systeme physique avant et apres la rotation sont reliées par :

Ra

W1/2(r/) » ¥y /5(r)
= | R, (2-56a)
v L) Wy o (r)
ou bien : . .
Wl/z(r’) B Wl/“z(r’)
=R . (2-56b)
Ra RY
L0—1/2(1‘/) _1/2(rl)
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Sous forme condensée, on peut écrire :
[(w™ ] (x') = (R)) [¥](r) (2-57a)

ou :
RY

(™) () = (R [v™] () . (2-57b)

L’opérateur de rotation quantique s’exprime, comme dans le cas passif, en fonction

du moment cinétique total :
J=L+S (1-146)

soit en fonction des angles d’Euler :

R, = e—%’YlJze—%’Y‘sze—%’sz (2—58)

soit en fonction d’un vecteur unitaire et d’un axe :

R, = e 7799 (2-59)

Le transformé d’un opérateur O quelconque agissant dans l’espace total s’écrit :

~ Ra ~

0" = ROR, . (2-60)

Ezemple. On considére une particule libre de spin 1/2 se dirigeant suivant —Ox
avec son spin dirigé négativement suivant I'axe Ox. Le ket décrivant cet état
s’écrit :

| &) =] (=k,0,0))] 1/2 —1/2), (2-61)
avec (¥ =7/2, ¢ = 0 dans (1-70b)) :

V2 V2

| 1/2 -1/2), = 7| 1/2 1/2) — 7| 1/2 —1/2).
En terme de spineur, 1’état initial s’écrit :
2 —ikx
Wy /5(r) o °
= . (2-62)
W_1/2(r) 7@ o—ike
2

Considérons maintenant une rotation de /2 autour de I'axe Oy. La relation (2-4c)
avec 7 = 7/2 dans (2-10) donne :

~

T 00 -1 T
y] =010 y (2-63)
z 10 0 Z

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



. Rotations actives 93

d’ont ((2B-12) avec ;3 =3 =0; 2 = 7/2) :

\/5 \/5 e—ika:

e V2
u71/2(r') 5 Ty - ik’
= = . (2-64)
g}fiﬂ(rl) @ Q _@ otk 0
2 2 2
On a donc :
\/§ —ikx .
7 [§ ezkz
— (2-65)
\/5 —ikx 0
5 e
ou :
| (=k,0,0))] 1/2 —1/2), —](0,0,k))| 1/2 1/2). (2-66)

La particule libre, apres la rotation, se dirige dans la direction portée par I’axe Oz
avec son spin dirigé positivement suivant Oz. C’est bien le résultat attendu.

5. Transformation d’un champ de vecteurs

5.1. Base cartésienne

Soit dans le repeére (S) un vecteur V défini en tout point de ’espace M de coordon-
nées x, y, z par ses composantes cartésiennes supposées réelles V, (z,y, ), V, (2, y, 2)
et V.(z,y, z). Apres rotation, ce vecteur sera transformé en V' et le point M sera
transformé en M’ de coordonnées ', y’, z’. Les composantes du nouveau vec-
teur en M’ s’expriment en fonction des composantes de 'ancien vecteur en M
suivant (2A-2) :

Ra

Voo (@) Rit Rie Ris Va (2,9, 2)
Ra oy 1 1 _ r r r
v, @y, 2") | = | Ra21r Rage Raos Vy (2,9, 2) (2-67)
szR(1 (:L'/, y/a Zl) R; 31 R; 32 R; 33 sz (.Z‘, Y, Z)
avec : . . ) /
x Ra11 Raor Ram x
Y = [ Ra12 Raoe Rizo vl (2-4c)
Z Ra 13 Ra oz Ri 33 7

Des rotations infinitésimales autour des trois axes permettent, comme dans le
cas passif, de trouver comment se modifient les formes analytiques des différentes
composantes.
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Par exemple dans une rotation infinitésimale autour de I’axe Oz, on obtient :

R,

Vx a (x/’y/’Z/) Va:(l./aylazl)
VyRa (@, y,2)| = | I - %dz?(Lz/ + S.) V, (2, y', 2") (2-68)
V" (2 y 2 V(a2

ou S, est Popérateur donné par :

1

S =h (1-155)

O = O
o O O

0
0

Rappelons que le champ V(r) est susceptible de décrire une particule de spin 1.
L’état physique peut étre représenté par un ket | &) que l'on écrit :

|v) = /dgr [We(r) | ) + ¥y(r) | y) + Pa(r) | 2)] (1-162)

avec :

Wi(r) = ‘/z(r) i = T, Y, =z (1_163)

et ou les kets | z),| y),| z) caractérisent I’état interne du champ. En représen-
tation {r}, nous avons :

(r [ W) = W(r) [ z) + @(r) [y) + P(r) | 2). (1-164)

5.2. Base standard

Dans la base standard le vecteur V se décompose suivant :

1
V= Z Vu* (:L',y,Z) ey (2_69)

v=-—1

et le vecteur V' transformé s’écrit :

1 *
V= S vty e, (2-70)
v=—1
avec (2A-4) :
R¥ !
V, @y ) = > DA v, 2,98) Vi (y,2) (2-71)
v=—1
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. Rotations actives 95

Comme dans le cas de la base cartésienne, on considere successivement trois
rotations infinitésimales autour des axes cartésiens. Dans la rotation autour de
I’axe Oz, on obtient :

*

VlRa (x',y',2") V(Y 2")
* i *
Vor@y )| = |1~ 7 dn(Le + Sar) Vo (@', y', 2) (2-72)
* * A ! !
fo (2,4, 2") V(Y 2)
avec :
10 0
S, =h {00 0 |. (1-173)
00-1

Dans cette base ou opérateur S, est diagonal, on peut exprimer I’état d’une par-
ticule de spin égal & 1 d’une maniére analogue & celui d’une particule de spin 1/2 :

vy = > /d3r| rm)W,(r) . (1-182)

m=—1

Dans cette expression, les composantes ¥,,, du champ sont égales aux complexes
conjuguées des composantes standard :

U (r) = V7 (r) m=—1,0,1. (1-183)
En représentation {r}, on a :

<I‘ |LZ/> = Zm LZIm(r) | 1m>
=U(r) |1 1) 4+ W) | 10) 4+ &_4(r)|1 —1). (1-185)

La loi de transformation des composantes que nous avons étudiée auparavant
s’exprime aussi comme pour une particule de spin 1/2 :

1
([0 = > v [ 1m) (2-73)
m/=—1
avec :
1
Ra,
vy ) = Z Dg,)m(A;Vg,'yQ,%)W,,L(x,y,z) . (2-74)
m=—1

Cette relation s’écrit sous forme matricielle :

7, (r') 7 (r)
v ()| = &) | %) (2-75)
() V_y(r)
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96 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

avec s = 1. Sous la forme d’un spineur & 3 composantes, cette égalité devient :
Ra A5
(00 = (B) [#]). (2-76)

Comme pour une rotation passive, l'opérateur de rotation quantique pourra
s’exprimer en fonction du moment cinétique total :

J=L+8S . (1-193)

par exemple, en fonction des angles d’Euler :

R, = e—%’YlJze—%’Y‘sze—%’Yan (2_77)
ou d’'une maniere équivalente :

R, = e #MS:g #7125y q#735: g= 1Lz Y2Ly o RV Lx . (2-78)
Tout ket transformé s’écrit en fonction des opérateurs ci-dessus :

| 0™y = Ra | W) . (2-79)

Le transformé d’un opérateur quelconque agissant dans 1’espace produit tensoriel
E = E" ®E?® sera défini par :

A Ra ~

— R.OR.. (2-80)
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Compléments au chapitre 2

A. Transformation d’un vecteur

A.1. Composantes cartésiennes

Il est évident que la loi de transformation d’un vecteur quelconque est la méme
que celle de r. Les composantes du vecteur V s’expriment en fonction du vecteur
transformé V' par (2-33) :

Vi Ri11 Raor Ra 31 |74
Vy = R; 12 R; 22 R; 32 Vyl (QA‘U
V. R 13 R oz Ra sz v,

et inversement :
|74 Ra11 Ra12 Ra 13 Ve
Vy/ = | R 21 R, 22 R, 23 Vy |- (2A-2)
V] R, 31 R, 32 R, 33 V.

A.2. Composantes standard

Pour trouver la loi de transformation on peut exprimer dans (2A-1) et (2A-2) les
composantes cartésiennes en fonction des composantes standard. Cependant, il
est plus facile d’utiliser le fait, comme nous I’avons vu dans le chapitre 1, que les
composantes standard V,,, d'un vecteur quelconque V étaient proportionnelles aux
harmoniques sphériques Y™ :

4T
Vin = v\/;Yl (V) . (1C-9b)

En utilisant (2-21a) et (1C-9b), on obtient :

1
Vi = > DO(A9,7,%) Vi (2A-3)
v=—1
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98 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

et réciproquement :

1
Vi = > DO (A Ve (2A-4)

v=—1

B. Matrices de rotation

B.1. Forme explicite des matrices de rotation

Les matrices de rotation sont définies pour un spin quelconque par :

DY) (As1.92,78) = (jm! [ e M reT i e i | im) (2B-1)
ou encore :
Dg?m(A;’Yl,’yz,’y:s) = e7im'm dﬁf}m(A;'yz) e M (2B-2a)
avec : ) .
d9) (M) = (jm’ |e #7200 | jm). (2B-2b)

La correspondance entre les matrices de rotation réduites passive et active est
simplement donnée par :

di}]@? m(A; ’72) = d%? m(P; _72)' (2B-2C)
En utilisant la relation de symétrie :
di}]@? m(P; _’72) = di;]@)m’(P; '72) (10_47d)

on déduit la forme explicite :

VG Am)G — )G+ m) (G — m)!
j+m —x)(j—m—ax) ! (z —m' +m)!

« COSQj+m’—7rL—2x(,y2/2) Sin2x_m/+m('yg/2). (2B-3)

d9) (M) =37 (1) (

x

Les éléments de matrice de la rotation active sont reliés a ceux de la rotation
passive par :

DY) (Asm,y2,73) = DY) (P =1, =7, —73)- (2B-4)

B.2. Propriétés des matrices de rotation

Nous donnons ici uniquement les différents résultats, les démonstrations étant
semblables a celles du cas passif.
L’opérateur de rotation étant unitaire, on a :

Df,’;?m* _ [Du) *1} , (2B-5)

mm/’
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La méme propriété d’unitarité entraine les deux relations suivantes entre les
éléments de matrice :

> DY (Ay1.72,795) D (A1, 72,%8) = S (2B-6)
et : G *

S DY (A5 y1,72,98) DY) (A1, 72,78) = O (2B-7)

m//

en prenant le complexe conjugué de cette égalité, on peut écrire :
N
S DY (A 72, 78) D i (A1, 72,78) = O (2B-8)

Ces matrices possedent de plus des relations de symétrie :

DO (Asm,y2,73) = (=)™ "™ DY, (A, ve,7s) (2B-9)

et sont normalisées suivant :

™ 27 27
/0 sinwdwz/o dvl/o dys D), (A3 71,72, 73) DY )ml(A;wwz,%):

82
méj J1 Om my 5m’1 m’. (2B'10)

Propriétés de dfi?m(A; ~2). Les relations de symétrie peuvent étre déduites aisé-
ment a partir des égalités (2B-3) et (1C-47a-1C-47f). Nous donnerons uniquement
le résultat final :

9, (Aiye) =d) L (Aiv) (2B-11a)
A9 (Asye) = (=)™ dD (Asye) = (1) "™ dD) (A;7.)  (2B-11D)
d9(Aiye) = (1) dY) (Ase) = (=1)™ ™ dY) ) (A3y2)  (2B-11c)
d) (A =72) = d), . (A; ) (2B-11d)
) (Aim =) = (175 d0) | (Asy) (2B-11e)
) (A7 +92) = (—177™d3) (A7), (2B-11f)

B.3. Valeurs particulieres

() j=1/2
Lorsque le moment angulaire a la valeur j = 1/2, la forme explicite est donnée par :
e/ cos(yp/2) e M3/2 —e= /2 gin(yy/2) e¥13/2
DY (A, y2,m) = | _ ‘ ‘
6171/2 Sln(72/2) 67173/2 e“/l/2 COS(’YQ/Q) 6173/2
(2B-12)
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et :
AU o (Asye) = dU7) ) o (Asye) = cos(72/2)
1/2 2 .
iy o (Aie) = —d7), 5(Ai72) = —sin(q2/2). (2B-13)
B)j=1

Dans le cas ot le moment angulaire j est égal a 1, on a :

1
DM (4591 ,72,73) =
71 m# o—118 _—iyy SM2 iy 1- (3208’72 o713

V2
Sln\/_';/Q o3 o8 Y2 _% A% (2B-14)
iy, L —CO8Y2 i~y SINY2 . 1+cosyy
Y1 173 Y1 Y1 173
e 5 e e 7 e 5 e
1 1 1
dg 1)(14;72) = d(,l),l(sz) = 5(1 + cos2)
1 1 1 1 1 .
dél)(AQVQ) = d(,l)o(AVYQ) = _dgo)(AQVQ) = —dézl(A;vg) = 7§sm72
1 1 1
dgl)l(A§72) = dg,)1(A§'72) = 5(1 —cosv3)
1
dSg (A 72) = cosya. (2B-15)

(v)j=3/2

a5 o(Ai72) = A7) (A7) = cos®(72/2)
Ay (Aie) = dY S| (i) =~ ()
= —d®/7) ) (Ai2) = VBeos?(12/2) sin(72/2)
s o) = a7 i) = 457, o (Ainn) = A7 o (Ain)
= V3 cos(72/2) sin®(72/2)
a7 (A92) = —dSY o(Aing) = sin® (32/2)
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3/2 3/2
dg/é3/2(A972)::dgf;ggi/z(A972)

= cos®(72/2) — 2cos(y2/2) sin*(y2/2)
= cos(72/2) (Bcos?(72/2) — 2)
dB2) (M) = —dPLD | (Aiy2)

-1/21/2 1/2-1/2
= 2c05%(72/2) sin(y2/2) — sin®(y2/2)
= sin(v2/2) (2 — 3sin?(y2/2)). (2B-16)

(6)j=2
Ay (A7) = d%) 5 (As72) = cos*(12/2)
A (Asn2) = d% 1 (Asn2) = —d§(Aiye) = —d) _y(As7)
1
= 2c0s%(72/2) sin(y2/2) = 5(1 + cosvz2) sinye
A3 (A7) = d230(Ai72) = d5g(As2) = d”(As)
= V6cos?(y2/2) sin*(12/2) = \/gsiDQ'yg
A5 (Ai7) = 42, (As2) = a5 (Asm2) = —di”(Aim)
. 1 :
=2 cos(2/2) sin®(12/2) = 5(1 — CcOS7y2) sin~yy
d%5(A7) = d5”5(Ar ) = sin'(72/2)
A7) (A7) = A2 (4in2)
= cos’(72/2) — 3cos?(v2/2) sin?(y2/2)
1
= 5(1 + cosvy2) (2cosy2 — 1)
do’) (As2) = d2)g(Asn2) = —di(Aine) = —dg? 1 (A;72)
= V6 (cos®(72/2) sin(y2/2) — cos(12/2) sin’(12/2))

3 .
= \/; SII1 7y2 COS Y2
d®) | (A;72) = dP) [ (A;72) = 3cos®(12/2) sin?(72/2) — sin'(12/2)
1
= 5(1 —cosyz) (2cosys + 1)
d$) (A;72) = cos*(72/2) + sin'(12/2) — 4cos(72/2) sin®(12/2)

1
=3 (3cos?yy — 1). (2B-17)
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B.4. Rotation de 7 autour de chacun des axes

() Rotation autour de l'axe Oz

Ra(7/0z) = RS
soit : _ .
,D'Eer? m(A :0,0, 7T) =e """ Gprm

et :
Ro(m/02) | jm) = e™™™ | jm).

(B) Rotation autour de l'aze Oy
Ra(m/0y) = e wT Ty

soit : ‘
(A;0,m,0) = av)

ID%? m m’ m(A; 7T).

En utilisant (2B-2c¢), (1C-47d), (1C-74) et (1C-75), on trouve

d(j)

m’ m

(A§7T) = (_1)j—m 6m’ -m = eiﬂ'(j_m) 6m’ —-m

et :

Ro(n/0y) | jm) = (—1)77™ | j —m) = &m0 | j —m).

(v) Rotation autour de l'aze Oz
[Ra(ﬂ-/ox) } m’ m = eiiﬂ.j 5ml —m

et :
Ro(m/0z) | jm)=e"""7 [ j —m).

(2B-18)
(2B-19)

(2B-20)

(2B-21)

(2B-22)

(2B-23)

(2B-24)

(2B-25)

(2B-26)
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Addition des moments cinétiques

Dans ce chapitre, nous allons développer comment se transforment par rotation les
produits des vecteurs propres des opérateurs moment cinétique associés a plusieurs
sous espaces. Nous ferons le choix de prendre des rotations passives. Les formules
obtenues seront écrites dans la notation de Dirac, celle-ci étant mieux appropriée
aux différentes démonstrations en particulier par les relations de fermeture.

1. Rappel

Dans le premier paragraphe, nous allons rappeler différentes relations générales
concernant les composantes du moment cinétique.

Soit donc J I'opérateur moment cinétique de composantes J,, J, et J,. Elles
vérifient les relations de commutation

[Jo,dy| = ihJ,; [Jy,J.] = ihdy; [J.,Jz] = thJy. (3-1a)
L’ensemble de ces trois relations s’écrit sous forme condensée :

JANT =1iRhJ . (3-1b)

Le carré du moment cinétique défini par
P =4I+ J2 (3-2)

commute avec chacune des composantes
(3%, J,] = [ J,] = [J%J.] = 0. (3-3)
A partir des composantes cartésiennes, on peut construire les opérateurs J et J_ :
Jp = Jo+idy; J_ = Jy —idy. (3-4)

Ils vérifient les relations de commutation

[32,7] = [J%,J-]=0; [Je Jp ] =N Jy
[JoJ-]=—hJ_; [Jy,J-]=2hJ,. (3-5)
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104 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

L’opérateur J? s’exprime en fonction de J; et J_ :
J2 = % (JyJ_ +J_Jp) + J? (3-6)
ce qui entraine les relations supplémentaires :
J Jy =3 —J.(J.+1); JJ =T —J.(J.—1). (3-7)

Soit | ajm) un état propre commun aux opérateurs J? et J. avec les valeurs
propres respectives hzj(j—i— 1)et im (—j <m < j) ol «a est un nombre quantique
supplémentaire permettant de caractériser ’état physique :

P ajm)=n%(+1)] ajm) (3-8a)
.l ajm)y=mh| ajm). (3-8Db)

Ces vecteurs de base sont choisis de maniere a ce que les opérateurs Jy et J_
vérifient

J_lajm)=h\jG+1)—mm—1)] ajm) (3-9a)

Jylajim)=hjG+1)—mm+1)| ajm). (3-9b)

2. Addition de deux moments cinétiques

2.1. Définition

On considere un systéme physique formé de la réunion de deux sous systemes (a)
et (b). Ces deux sous systémes peuvent étre par exemple les parties orbitales de
deux particules sans spin ou bien ’espace orbital et la partie intrinseque d’une
particule avec spin etc. Dans chacun des deux sous espaces E* on suppose connue
une base standard des vecteurs propres communs a J? et J;, notée | a; jim;)
ol «; représente un ensemble de nombres quantiques permettant de caractériser
I’état. D’apres le paragraphe précédent, ces états propres vérifient les relations
suivantes :

32 | i jimi) = B2 5i(ji+ 1) | cu jima)
Jiz | ai jimi) = hm; | a; jimg) (3-10)
Jix | «ijimg) = hy/5:(Gi +1) —mi(m; £ 1) | oz jim; £ 1)

et de plus les opérateurs moment cinétique de chacun des deux sous espaces com-
mutent :

[J3a.35] = 0. (3-11)

Chaque sous espace E" est la somme directe des sous espaces E*(ay; j; m;) associé
aux vecteurs propres | «; j;m; ) :

gi = Z Ei(ai ji mi) . (3—12)
@
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La relation de fermeture dans ’espace £ est donnée par :

Dol aidimi) (i jimi |= 1. (3-13)

Qi Ji m;

Chacun des sous-espaces £ (a; j;) obtenu en fixant «; et j; est de dimension 2j; + 1
et possede la relation de fermeture :

>l gima) (Gimi |= 1. (3-14)

Dans 'espace £% (v ;ja) ® E%(ay ;) de dimension (25, + 1)(2j, + 1), on peut
former la base standard en faisant le produit tensoriel des vecteurs de base de
chacun des sous espaces | g jaMa Qb Jomp) =| Qq jama) | apjpmp). La
relation de fermeture associée a cette base est une généralisation de (3-14) :

Z | JaMa jbmb><jama Jbmp |: L. (3'15)

Mg My

L’opérateur moment cinétique total J = J, + J; agissant dans ’espace £ possede,
de méme que J, et Jp, les relations de commutation données par les formules (3-1)
a (3-9). On peut construire une base standard constituée des états propres de
J2, Jﬁ, J? et J. a laide d'une combinaison linéaire appropriée des vecteurs de
base | @g JaMa ap jomp ). Les coefficients de cette transformation unitaire sont
appelés coefficients de Clebsch-Gordan. Ce développement s’écrit :

| @aay (ads)im) =[] @aja) | av i)l
= ey JaMa o™y | Jm) | Qa jaMa o joms ).
(3-16a)
Par définition les états | o ap (ja Jb) jm ) vérifient :
I2 | aaa (aje)im) =h?ja(ja+1) | aaay (jajs)im)
Ji | aaay (o) im) =0 js(js +1) | @aab (jajs)jm). (3-17)

Les valeurs numériques des C.G peuvent étre obtenues a partir des opérateurs
Jat, Jot, Jr et peuvent étre définis réels. La forme explicite et les principales
propriétés sont données dans le complément A. La relation de symétrie

(Ja Ma jomp | gm) = (*1)ja+jbij (oMb jama | jm) (3A-23)
entralne :
| aaay (Jajo)im )= (=177 | ay aa (joja) jm). (3-16b)

La nouvelle base associée & I'espace £%(ay; jo) ® E%(aw; ji) possede la relation de
fermeture suivante :

7 | dadoim) (Gagsim |=1 (3-18a)

jm
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que 'on peut écrire aussi :

Do lim)(jm|=1. (3-18b)

Nous allons maintenant montrer deux propriétés des coefficients de Clesch-Gordan
permettant d’inverser la relation (3-16a). En utilisant (3-18b) et le fait que les C.G
sont réels, on a :

Om, ma Omfmy, = (Qa Ja Mg @ oMy | Qa JaMa 0t Jomyp)

=" Gampgomi, | Gm) (Gm | jamajsms)

jm
=" Gami, domiy | Gm) (Jamadymey | jm) (3-19)
jm

et en utilisant (3-15) :

03¢ j Omrm = (Jm | j'm") = (aa o (jaje)jm | aa v (jaj) i’ m')

= Z <]m| jamajbmb> <jamajbmb | j/m/>

Mg Mp

Y- Uamagomy | jm) (Gamajomy | §'m'). (3-20)

Mg My

En multipliant (3-16a) par (j, m,, jpmy | j'm') et en sommant sur j' et m’, on
obtient, & l'aide de (3-19) :

| Qo Jama b jomn) =Y (Jamadsms | jm) | aa oy (Jaje)jm). (3-21)

jm
2.2. Propriétés des matrices de rotation
Dans une rotation quelconque supposée définie par les angles d’Euler, si on pose :
DY) ,.(P;%) = DY), (Piy3,72,m) (3-22)
on aura :

Ep | aa jama) = Z DErJLZ)ma (Ps7i) | @a jamyg)

my

~b . i .

Ry | apjorny) =Y foﬁb)mb (Ps7i) | aw by ). (3-23)
my,

L’opérateur de rotation dans le systéeme total est le produit des opérateurs de
rotation :

R, = Ry R, (3-24)

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



. Addition des moments cinétiques 107

d’ou :

~b . .
R, Ry | @4 jama ab]bmb>:
> DY, (Piv) DL, (i) | aajaml, apjomi) . (3-25)

mmb

Par définition I’état propre du moment angulaire total obéit a :
Ry | aaay (Gajo)im )= Y D) (Piv) | @y (Gajo)jm’) . (3-26)
m/

Cette égalité peut encore s’écrire d’apres (3-16a) :

Ry | agap (Gajo)jm) =
ST Piv) Y Gamljemy | Gy | aa jaml, ay jymy)

’ ’ ’
m Mg, My,

=Y ZﬂmMMHﬁMW%@m)MUMé%%%>%MM

mmb

Si on écrit 'opérateur de rotation comme le produit des deux opérateurs, le membre
de gauche devient :

- N : : | sa b : :
p | Gy Gads)im)= Y (amajorw | jm) Ry Ry | o jama ap jome)

Mg Mp

= > Gamadoms | Gm) 37 D, (Piv) Dol (P )

Ma Mp m/ mj
X | O‘ajam; O‘bjbm;)>
_ . . . D(ja) P (Jb) P
<]ama.7bmb | ]m> m/ama( ;%) D m mb( i)
m!, mg Mg My
X | Qg Ja m; ap Jo m§7> : (3'27b)
En comparant (3-27a) et (3-27b), on déduit :

> Uamagomy | jm) DR, (Pi7) DR (Pi) =
Maq My
>~ Gamijymi, | jm') D), (P i)
m/
= <ja mi; jb mg | ]m > ID%) m(P;'Yi) 5m’ m/, +my (3'28)
la derniere ligne étant obtenue en utilisant (3A-1b).
Cette relation est indépendante de la rotation et elle reste valable pour la
transformation inverse. On peut donc remplacer dans (3-28) DE?L(P;%-) par
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[D(k) (P;'yi)};lq avec k = ju, Jp ou j et g et ¢’ les projections correspondantes
sur 'axe Oz. En prenant le complexe conjugué de la nouvelle égalité obtenue et
en utilisant (1C-52b) on obtient une relation faisant intervenir la sommation sur
les indices de ligne :

Z <ja me jb my | j m> D’ErJLZ)'m/ (P 3 ’Y’L) Dgf;)m (P ; ’Y’L) =

Ma My
3" Gamlygomy | gm') DY (P57)
m/

= (Gamlyjomy, | jm') DI (P3%) Or sy by~ (3-29)

Multiplions les deux membres de (3-28) par le coefficient (j, ml jymj | jm) :

Z <.ja majb mpy | jm> <]am ]b mb | jm>D£erz)7n; (P7’71)D£nb)m (P7’7’L) =
Maq My
S Gamly gomy | gm') Gamly gymyy | Gm)DY) L (P5,).

m/’

Sommons sur j et m les deux membres de cette égalité. En utilisant la rela-
tion (3-19), on a :

DY) (i) DY (Piy) =

mg my, mp
S Gamlyjompy | jm') Gamagsmy | jm) DI, (P7)
=" Gaml gympy | m') (jamajsmes | jm) D) (P %)
’ X G ot O (3-30)
Applications

(o) Composition des harmoniques sphériques

Nous allons utiliser cette relation pour composer deux harmoniques sphériques de
mémes arguments. D’apres (1-35) :

20+ 1 ()
Yy;" =\/—
l (19730) 4 ( 73)19 (10)
d’ou :
- /m+1 ml+1 /
le (19790)}/} D(l) a73719 90> Orn)’( ;73719790)

¢ﬂ+1 2l+1

mfo|ﬂmamfmwzﬁnﬂﬂgx;%ﬁy)

m/ 4

- m+12r+n
N " +1)

got o 1m0y am ' m' | 1m0, )

/
m/'’
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c’est-a-dire finalement :

Y, 0) Y (0, ) =
2l+1 2l,+1) / " oy "y m
Z Ty 1oL L0 am w0, (38

m’’

(B) Théoréme d’addition des harmoniques sphériques.

Soient (1, ¢1) et (P2, p2) les angles définissant les directions des vecteurs vy et v
dans le repere (S). Le produit scalaire des deux vecteurs reste inchangé lorsqu’on
passe du repere (S) au repere (S’) obtenu & partir de (S) par une rotation quel-
conque. L’angle entre ces deux vecteurs 12 défini par costha = vy - va/vg vg est
lui-méme invariant dans cette rotation. Nous allons maintenant établir comment
se transforme 'expression Z définie par :

I = Z }/l 1917 301 lm (1927 302) (3_32)
D’apres (1-32a), on a

Y (1) = Y DY) Y (94 )

m’

et
192; 502 Z nyll)” m ,71> Yim (192/, 502/)

m’’

soit

I = Zm' m’’ an/ (191 y P1 ) (192 P2 ) Z Dm m( ) IDS@)” m(P;’yi)
=S Y ) Y (0 0)

ou nous avons utilisé (1C-55). On a donc l'invariance :

Z Y™ (91,1) Vi (92, 02) Z Y (00 01) Vi (92 2). (3-33)

Remarque. La position de l'astérisque dans 'expression de Z est indifférente. En
effet, on peut utiliser deux fois la relation

Y™ (@0,0) = (1Y, (9, 9) (3-34)

ce qui donne

ZY (W1, 01) lmwmm):Z(—l)m (1, 01) Y™ (92, 02)
_Z m 191,(‘01)( )mY;_m (1927902)

= Z Y™ (01,00) Y™ (93, 2). (3-35)
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Nous allons maintenant retrouver I'égalité (3-33) d’une autre maniére. On sait
que si les moments angulaires j, et 7, sont égaux, on peut construire un invariant

(voir (3A-1a) et (3-26)). D’apres (3-16a) :

[ Y (01, 1) ® 16(192&2)]2:2@7“1—7” | 00) Y™ (F1,1) Y™ (V2 02)

m

avec :
1

Imil-m|00) = (=)™ —=
(tmt=m | 00) = (-1
et la relation (3-34), on a

1

[Yi(V1,¢1) @ Yl(ﬁz,sﬁz)}g = (-1 AT

Z Y (91, 01) Y/ (02, 2)

(3-36a)
et inversement :

* 0
DY W 01) Y (D2,00) = (D! V2 HT1 [V (01,01) @ Yi(V2,02) ]
m
(3-36b)
L’invariant (3-32) peut étre calculé dans un repere quelconque. Choisissons (S) tel
que le vecteur vy soit dirigé suivant 'axe Oz ; I'angle 5 n’est alors rien d’autre
que Y12. En utilisant (voir (1-34)) :

V" (v =0z) =

6m0 (3-373,)

on obtient (voir (1-35b)) :

20+ 1
Y2 (2,02) = (/= di (012). (3-37b)

Si on admet de plus que les matrices réduites et les polynomes de Legendre sont
reliés par :

Py (cos¥1z) = d) (912) (3-38)

on a:
—47T P, (cos912) g Y™ (Y, 01) Y; (192a ©2). (3-39)

m

3. Définition des coefficients de recouplage

Dans ce paragraphe nous allons étudier le couplage de plus de deux moments
angulaires. Si le couplage de deux moments cinétiques quelconques se fait d’une
maniére unique (a une phase pres (3-16b)), il n’en est pas de méme lorsque le
nombre de moments angulaires que 1'on veut coupler est supérieur a deux. Nous
allons successivement regarder comment on peut coupler trois puis quatre moments
cinétiques.
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3.1. Couplage de 3 moments angulaires

Si nous voulons additionner trois moments angulaires J,, J,, J. pour obtenir
le moment angulaire total J = J, + Jp + J., on peut soit additionner J, et J,
pour donner Jup = J, +Jp dou J = Ju + J,, soit additionner J; et J. pour
donner J,. = Jp + J. ce qui entraine J = J, + Jp.. Il existe une transfor-
mation unitaire qui permet de passer d'un couplage a I'autre. Dans les espaces
E4 g Ja) @ E%ap jp) et E(aw jn) ® E(ay je) les relations de fermeture s’écrivent
respectivement :

Z | (Ja jb) Jabmab ) ( (Ja Jb) Jabmay | =1 (3-40a)
Jab Mab
D1 Gde) doemue) (o de) Joe mie | = 1. (3-40b)
Jbe Mbe

Dans l'espace total £%(aq ja) @ E%(aw jb) @ E(ay jc), nous aurons :

> | Gadb) Gavdesim) ((Gadv) Javje;im |= 1 (3-41a)
JabJm

et :
> | daGvde) Joeiim) (Ja (Gbie) Joesim |= 1. (3-41Db)
Jbe jm

Si nous désignons par « ’ensemble des nombres quantiques additionnels autres
que les moments angulaires, la relation (3-41a) entraine :
| & Ja (b Je) Jbe;im) =
> (Gadv) Jave:d ' | Ja (be) doesim) | & (jads) Jabjes i’ m')
Jab J' m’
= (Gadv) Jabjesim | ja (Gve) Joc:im) | o () abje;im).  (3-42)
Jab
On peut de méme écrire :
| & ja (JbJe) Jbe;jm+1) =
> (Gad) dabdesim+1 | ja (o) doesim+1) | & (jajs) jabje;jm+1).
" (3-43)

Faisons agir Popérateur J sur les deux membres de 1’égalité (3-42) :

hi(G+1) —m(m+1) | @ jo(jbje) joesjm+1) =
> ((Gadv) Jabe;dm | Ja (o de) Joc: i m)
jab

X /(G +1) —=m(m+1) | & (jajs) jabje;jm—+1)

(3-44)
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c’est-a-dire :

| « ja (]b]c) ]bc,]m+1> =
> " ((Gadv) davde:dm | ja (Gode) Joeim) | & (jas) jabjesjm+1). (3-45)

Jab

En comparant (3-43) et (3-45), on voit que le produit scalaire est indépendant de
m. Le passage d’'une base a l'autre peut donc étre écrit :

| a Ja (]b]c) jbc;jm> =
> ((ade) Jabdeid | Ga (Gode) doeid) | o (ads) Jabje;im). (3-46)

jab
Cette indépendance en fonction de m est une propriété intrinseque des rotations.
En effet :

<(jajb) jabjc;jm | ja (]b]c) jbc;jm> =
((Jadv) Jabjesjm | Ry Ry | ja (Jble) Joesjm)
= > DY P )DL (P 57i) { (a ) Jabde s 5" | Ja (v Ge) dve 15 m')

m'’ m’

=" DY) (Pi7) DY), (P17) ((ab) abde: ™' | Ja (v de) Joe:im’)

m/’

= 3" ((Gadv) avdesim’ | ja Gvge) doesim’) DY) (P37 D) (P:).
m/

(3-47)

On peut intégrer les deux membres de cette égalité et en utilisant la relation
suivante
27 ™ 2
/ dvs / sin yodys / dvy, = 8x? (3-48)
0 0 0
et (1C-57). On obtient :
< (jajb) JabJe;Jm | Ja (]b]c) Jbe ;]m> =

Z < (]a ]b) JabJcs] m' | Ja (]b ]c) Jbe 3] ml>' (3'49)

2+ 1

Le membre de droite est indépendant de m ce qui doit étre le cas pour le membre
de gauche.

3.2. Couplage de 4 moments angulaires

Considérons a présent 'addition de quatre moments angulaires J,, Jp, J., Jg
pour obtenir le moment angulaire total J = J, + Jp + J. + J;. Examinons
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la transformation unitaire qui permet de passer du couplage J = Jg, + J.q au
couplage J = J,c + Jpa-

Les relations de fermeture dans les espaces £%(ay ju)® E%(au jp) et E¢(ae jo) @
E¥ g jq) s'écrivent respectivement :

Z | (Ja 3b) Jab Mab ) { (Ja Jb) Jab Map | =1 (3-50)
Jab Mab

Z | (Jeda) Jeamea) { (Je Ja) Jeamed | = 1. (3-51)
Jed Med

De méme dans les espaces £%(a, ju) @ E%ae je) et E(ay jy) @ E4ayq ja) nous
avons :

5™ | Gade) daemae) (Ga de) dac mac | =1 (3-52)
Jac Mac

Z | (Jeja) Jeamea) ((Je Ja) Jeamea | = 1. (3-53)
Jed Med

Dans I'espace total, produit tensoriel £%(av, jo)® E%(ap jp) @ (e je)® EHag ja),
nous aurons les relations de fermeture :

> >0 Gadv) dab Geda) dea s 5m) ( (Gags) Jab (Geja) Jea;jm | = 1 (3-54)
Jab Jjed Jm

et
> >0 Gade) dac Goda) doa ;5m) ((ade) Jae (Goja) Joa s5m | = 1. (3-55)

Jac Jva Jm

On peut alors développer un état propre des opérateurs J2 et J, exprimé dans une
base en fonction de I'autre base :

| «Q (.jajc) Jac (]b]d) Jbd 7]m> =
Z<(jajb) Jab (]c]d) Jed 3] | (ja.jc) Jac (]b]d) Jbd 7.7>

Jab Jed
X | « (jajb) Jab (]c]d) Jed 7]m> (3'563)
et inversement :
| « (jajb)jab (jcjd)jcd ,]m> =
> ((Gade) dac (Goja) doa 13 | (Gadb) Jab (eja) dea ;5
Jac Jbd

x | a(jajc) Jac (]b]d) Jbd ,]m> (3-57&)
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En général, plutot que d’utiliser les éléments de la matrice de passage unitaire
on préfere, pour des raison de symétrie, écrire la transformation a l’aide des
coefficients 9 — j dont la définition est donnée par (3B-74). Les relations (3-56a)
et (3-57a) deviennent alors respectivement

| « (jajc)jac (jbjd)jbd ,]m> =
ja jb jab

> dabdedJacvd { de Ja Jea ¢ | @ (jajb) Jab (Geja) jea ;im)  (3-56b)
Jab Jed jac jbd ]
| « (jajb) Jab (]c]d) Jed 7]m> =
ja jb jab
> Jacdvajabjed { Je Ja Jea ¢ | @ (jae) Jac (Goia) jea ;im)  (3-57b)
Jac Jbd Jac Jbd ]

oll nous avons posé & = v/2x + 1.
Il est aussi possible d’additionner les trois premiers moments angulaires puis
le quatrieme : J = Jup . +Jg avec Jop o = Jap + Je. Le ket
| a[(jajb)jabjc]jabcjd ,]m>

décrira I’état physique dans cette base. Si on pose :

| (Gagvo) Jav) =1 (Gaje) Ja)s | je) =1 JB); | da) =1 Jo). (3-58)

On aura :

| @[ (Jajo) Jab Je]Jabeasim) =| a(Jadp) Jap Jo 5 jm) =
> (Ja(IsJe) Jecii | (Jads) JapJosd) | o Ja(JsJc) Jeosim)

Jec

ou encore :

| a[(jajb)jabjc]jabcjd 7]m> =
> (b (e da) Jea: | (avde) Jave jasd) | & (as) Jab (Ge ja) Jeas;im)  (3-59)

Jed

et inversement :

| « (jajb)jab (]c]d) Jed 7]m> =
Z < (jab JC) JabeJdi ] | Jab (]c]d) Jed a]> | & [ (jajb)jabjC]jabcjd ,jm> (3'60)

Jabe

La relation (3-59) donne le développement d’un couplage basé sur un sous en-
semble de 3 moments angulaires et un autre réduit au dernier moment angulaire
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en fonction de deux sous ensembles de deux moments angulaires. Nous allons
maintenant établir une transformation faisant passer d’un sous ensemble de trois
moments angulaires a un autre sous ensemble de 3 moments cinétiques. Cette
partie peut étre omise en premiere lecture.

La relation (3-59) peut s’écrire en utilisant les coefficients de Racah (voir le
complément B) :

| a[(jajb)jabjc]jabcjd ,]m> =
>V @jave + 1) (2jea + 1) W jab je J jas Jave ea)

Jed

X | a (jajv) Jab (Je ja) jea; jm). (3-61)

Si on permute j. et j4 dans le ket de droite, puis si on recouple j, et jg d'une part
et jp et j. d’autre part, on obtient :

| @[ (ad) dab de | dabedasjm) = Y (=1)etamiea (—1)fetie=ie

jcrijadjbc
X/ (ave + 1) (2jed + 1) v/ 2jad + 1) 2be + 1) v/ (2jap + 1) (2ea + 1)
ja jd jad
X W (jab e jjd;Jave Jed) § b Je Joe ¢ | @ (Jadd) Jad (Ge Jb) Joc;jm). (3-62)
jab jcd ]

Le membre de droite de cette équation peut se développer sur une nouvelle base
obtenue en couplant j, et jg & joq €t Jad & je pour obtenir j,q. et enfin en couplant
Jadc & Jp pour obtenir j. Sion écrit cette transformation en fonction des coefficients
de Racah, on obtient

| « (jajd)jad (]c]b) Jbe ,]m> =
> V(2jade + 1) 2jve + 1) W(jad e J b ; Jade Joe)

Jad c

x | a[(jajd) jad je)Jade o ;im). (3-63)

En utilisant la relation (3B-78) et les relations de symétrie des 9 — j, on trouve :

L Ja Jd Jad
Zjbc (71)]b+h7jbc (ijc + 1) W(jadjcjjb ;jadc jbc) jb jc jbc =
jab jcd ]
(—1)Jetdatioat2io t2jetian t3eatd W (jy j ja jed ; Jade Jab) W (Je Jad Jed Ja s Jade Ja)-

(3-64)
D’autre part, on peut aussi utiliser la relation (3B-77) qui donne la contraction de
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trois coeflicients de Racah en fonction d’un coefficient 9 — j :

Z (Qjcd + 1) W(jab ]c]]d ;jabcjcd) W(]b]]a jcd ;jadc jab)

Jed
R J Jade Jb
X W(jcjadjcdja ;jadcjd) = (*]—)jb_jub_jad-wd jd jad ja : (3‘65)
jabc jc jab

On a donc la transformation :

| @[ (jajb) Jabje]dave ja 3 5m) =V (2abe +1) (2jap + 1)
% Z (71)ja+jad7‘jd (71)j+jadc*jb (71)jc+jadc+jad \/(2jad 4 1) (2jadc + 1)
jarijadc
j jadc jb
X Jd  Jad Ja | a[(jajd)jadjc]jadcjb 7]m> (3-66&)
jabc jc jab

En utilisant les relations de symétrie des 9 — j, ce développement s’écrit aussi :

| @[(Gadb) Jab Je Jabe Ja s 5m) =/ (2abe + 1) (2jab +1)
X Z (_1)ja+jad_jd (_1)j+jadc_jb (_1)jc+ju.dc+ju.d \/(2jad+ 1) (2jadc+1)
Jad Jad c
jb ja jab
X .7 jd jabc | a[(jajd)jadjc]jadcjb a.7m> (3—66b)
jadc jad jc

jb ja jab

En multipliant les deux membres par \/(2jab +1) (2ape + 1) J jd Jabe ¢, €n
Jude Joa Je

sommant sur jap, jabe €t en utilisant la relation d’orthogonalité (3B-75), on a :

jb ja jab
Zjab Jabe \/(2ij + 1) (Qjabc + 1) J Jd Jabe
jéldc j:;,d jc
X | [ (Jajv) Jab Je | Jabe Ja ;m) =
S (1)t (1) iea s (21 etinactios [Boa T 1) Pnae T 1)

X | a[(jajd)jade]jadcjb 7.7m>

jb ja jab jb ja jab
x Zjab Jab e (Q-jabc + 1) (2jab + 1) J Jd Jabe J Jd Jabe
jadc jad jc j;dc j:ld jc

(—1)detdaa=ia (—1)itaae=dv (—1)detiaactiaa o
ol (Ja ¢ ;Im).
NI | [ (Jaja) Jaa e Jade o ;5m)
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D’ou finalement

| a[(jajd)jadjc]jadcjb ,]m> =
(_1)ja+jad7jd (_1)j+jadc*jb (_l)ijrjadc*jad \/(Qjad i 1) (Qjadc + 1)

jb ja jab
x > @jap+ 1) @jave + 1) J da Jave
Jab Jab ¢ Jade Jad Je

X | a[(jajb)jabjc]jabcjd ,]m> (3—67)
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Compléments au chapitre 3

A. Coefficients de Clebsch-Gordan et de Wigner

A.1l. Formules de récurrence

Les coefficients de C.G (j, mq jp ™y | jm) ne sont non nuls que si les relations
suivantes sont respectées :

| Ja—Jb <3< Jatib (3A-1a)

et
m=mg + my. (3A-1b)

La relation (3A-1a) est démontrée dans les cours de mécanique quantique aussi
nous ne nous y attarderons pas davantage. La seconde égalité peut étre établie a
I’aide des opérateurs J, = J,, + Jp, que lon fait agir sur les états

| aq o (jajp)jm) :

Jo| agay (Jajo)jm) = mh | aqg or (jajp)jm)
=mh > (Gamyjomy, | jm) | aa jaml, o jsmi)
m;m;
= (Jar +Jb2) | aa ap (jajo)jm)
= > Gambgompy | §m) (Jaz +Jb2) | a jami, o jymy)
m/, my
= > Gamigomy, | jm) h(ml +mp) | aa jaml, apjymy)

’ U
my, my

en multipliant les deux membres de cette égalité par (jomaca | (Jpmpasy |, on
obtient la condition m = mg + my.

Il existe une autre méthode pour retrouver la conservation de la troisieme
composante du moment angulaire. Il suffit pour cela de considérer l'action de
Popérateur de rotation autour de l'axe Oz sur le ket | aq ap (Jajb)jim) et
d’utiliser I’égalité

Ry = R R
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En effet :

Ry(v/02) | aa on (jajv)im) = €™ | aq oy, (jags)jm)
=™ N Gamljomy, | jm) | Qo jam ap jomy)

/

m/, my
. . . ~a ~b . .
= > Gamlgomi, | jm) Ry (v/0z) Ry, (v/02) | e jamil, o jumy)
= Z <ja m:zjbmz | Jm> ez(ma+mb) | Qg jam:z Qp me27>

en multipliant les deux membres de cette relation par (jomaea, | (Jempay |, il
vient :
ofm — ot (ma+mp)
ce qui démontre 1’égalité cherchée.
Les opérateurs Jr = J,y + Jpr agissant sur les états | aq ap (Ja Jb)jm)
permettent d’établir des formules de récurrence pour Aj = 0 et Am = +1. Par
exemple avec les opérateurs J = J,, + Jp, on a:

Ji | Qg JaMa abjbmb>:h\/j(j+1)_m(m+1) | Qg QO (jajb)jm+1>
= GG+ 1) —mm+1) > Gamljomy, | Gm) | aa jaml, o jomy)
m/, my
= (Jagy +Joi) | @ jamy on jymy)
> Gamggomy | jm) [hja(ja + 1) — mi(mi, + 1)

’ ’
my, my,

X | g jamg +1 ap jomy)
+ /(o + 1) —my (my + 1) | aq jaml, ay jym, +1)]

en multipliant les deux membres de cette égalité par (jomaca | (Jpmpasy |, on
trouve :

Vi +1) —mm+1) (amg jomy | jm+1) =
Via(ja + 1) = ma(ma — 1) (jama — 1jsmy | jm)

+ Vs + 1) — mu(my — 1) (jama jomp —1 | jm).

On trouve une relation analogue & 'aide des opérateurs J_ = J,_ + J,_. Avec
la substitution m — m + 1, ces relations de récurrence deviennent :

Vili+1) —m(m+1) (jama jomy | jm) =
\/ja(ja + ]-) - ma(ma + ]-) <jama + 1 jbmb | ]m+ ]->
+ Vip(Gy + 1) —myp(mp + 1) (jama jome +1 | jm+1). (3A-2)
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(i) Aj =0  Am = -1

Vi +1) —m(m —1) (jama joms | jm) =
Via(ja +1) = ma(ma — 1) (jama —1 jymy | jm—1)
+ Gy + 1) — my(mp — 1) (Jama jomy —1 | jm —1). (3A-3)

Messiah donne une relation de récurrence supplémentaire :
(i) A7 = +1 Am =0
Ao (Jama jomy | jm)
=Ay Gamajomy | j+1m) + A (Jamajomy | j—1m) (3A-4)

avec :

JUs +1) —Jalja +1) — f(s . (s

Ag= mg —mp +m

F@) = Va2 —m? (a+is+142) Gatio+1 —z) (+ja—is) (x+iv—7ja) ]/

2x 2z 20 — 1 20+ 1

A.2. Conventions et forme explicite

Conventions

Posons m = j + 1 dans (3A-3) :

‘ ‘ y Jo(Jo + 1) — my(my — 1)
]amaf]-] m J - - .
< by | .7> \/]a(]a+1)_ma(ma_1)

X (Jama jorw —1 | jj). (3A-5)
Cette relation permet de calculer les coefficients de Clebsch-Gordan pour m = j.
Ils sont tous proportionnels les uns aux autres avec des coefficients de proportion-
nalité réels. Pour que les C.G avec m = j soient réels, il suffit qu’un seul soit
défini réel. Les conventions de Condon et Shortley, Racah et Wigner conduisent
aux mémes valeurs. Suivant Racah, on peut imposer & (ju ju jo7 — Ja | 7J) d’étre

réel et positif. Les relations de récurrence générales (3A-2) et (3A-3) montrent
qu’alors tous les C.G sont réels, ce qui entraine :

<ja M Jb Mo | jm> = <ja Mg Jb Mo | ]m>* (3A'6a)

et
<jamajbmb | ]m> = <.7m| jamajbmb>~ (3A—6b)
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Forme explicite des coefficients de Clebsch-Gordan

Racah a donné une formule générale donnant la valeur des C.G sous forme expli-
cite :

<ja M Jjb Mp | ]m> = 6ma+mb m A(jaajbaj)

1/2
| @44 1) Gt ! G = ! G-+ ) Gy =) G m)! (7= )
X (=1)" [(Ga =m0 = v)! (G = jb + ma +1)! (G + mp — v)!
X (j—ja—my+vN ! (atjo—j—v)] (3A-Ta)
C[a+b—) (at+c—b)! (b+c—a)l]"?
Ala,b,e) = { (@a+b+c+1) (3A-Tb)

Cette fonction A impose en particulier que les inégalités triangulaires soient res-
pectées :
la—b|<c <a-+b. (3A-Tc)

Nous allons maintenant établir I’expression ci-dessus en suivant le raisonnement de
Wigner. Nous montrerons que les deux formes obtenues c’est-a-dire celle de Racah

et celle de Wigner, qui semblent différentes, sont en fait tout a fait équivalentes.

En multipliant & gauche la relation (3-30) par Dfﬂ) ; (P;~i), en intégrant sur

tout le volume, en utilisant (1C-57) et en définissant
dvy; = sinyg dys dyzdy; (3A-8)
on obtient :
(Ja) ) Plib) AN P A -
/Dmﬁl Ma (P i 71) Dmg mp (P i 71) Dm/ m (P ’ ’YZ) dﬂyl -

82
27+ 1

<ja mi; Jb m;; | jm/> <ja Ma JbMp | ]m> (SA'Q)

L’idée de Wigner a été de calculer le second membre pour des valeurs particulieres
de m/,, m; et m’ pour lesquelles le membre de gauche est relativement simple.

D’apres (1C-40a) et (1C-40b), les matrices de rotation réduites dé’f)q(P; ) sont
particulierement simples lorsque ¢’ = k ou ¢’ = —k. Dans le premier cas la somme
sur x est réduite au seul terme x = 0 tandis que dans le second, seule la valeur
x = k + q est permise :

(2k)!

P =\ G

cos™4 (v/2) sin®4 (y/2) (3A-11a)
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et

(2k)!

(k) oA — (— q _
TalPin) = VT =

cos" 77 (v/2) sin*T (v/2). (3A-11b)
Suivant Wigner, nous allons supposer que (jq jo Jo —Jb | Jja — jb) est réel et
positif. Il vient alors :

<jaja Jb —Jb | J Ja 7jb> <ja Mg Jb My | ]m>

25 +1 . . R
=R / DY) (Piys) DY (Piy) DY (i) dys

241 (2a)! (21)!
2 (ja+ma)!(ja _ma)! (]b"‘mb)'(]b _mb)!

_1\x+jpt+my \/(] + m)' (.7 B m)' (.7 +ja 7jb)! (.7 +jb 7.7‘a)!
X;( D (G+db—Ja—2)(G+m—a)zl(x+ j. — b —m)!

X fow OS2I 20 +2ma =22 (~ /9) sin2ja_2ma+2”('y/2) sin(y/2)d~y

en utilisant siny = 2sin(y/2) cos(y/2) et le résultat suivant valable pour p + 1
et ¢ + 1 des nombres réels positifs :

ol
RS
=
v |+
—
|
-
N———
7N
RS
+
—
|
N———

.
/ sin u cos?udu =
0

avec ¢q =2+ 25, +2my —2x 4+ 1 et p = 2j, — 2my + 22 + 1, on trouve :

<jaja jb *jb | jja 7jb> <jama jbmb | ]m> =

| (27a)! (252)
(27 +1) \/(ja + myg)! (.ja —Mmg)! \/(]b +my)! (jb —mp)!

vatgetmy NG EMIG = m) G+ o — ) (G + b — Ja)!
Xz;( 2 (G+go—Ja—2)(G+m—a) ! (z+ j, — jpb — m)!

« (jafma‘i’m)!(j“i’jb#’ma*x)!
(J +Ja +jb + 1)!

_ 2 +1 (2a)" (26)! (7 + Ja — 3b)' (G + b — Ja)! (G + m)! (G —m)!
(.7 + Ja+Jp+ 1)! (ja + ma)! (ja - ma)! (]b + mb)! (]b - mb)!
_ z+jp+my (ja*ma+m)!(j+jb+ma*x)! . _
21 GF h—jua) Grm—o)al wdadoom A2
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Dans le cas particulier ou m, = j, et my = —Jjp, on a :
(Jada Jo =db | J Ja—Jb)" =
(27+1)(J+da—Jp)! (G+Jb—Ja)! 3 (1) (J+ibtja—2)!
(j+Jja+ip+1)! (J+jo—Ja—2) 2! (j+jo—Jo—)!

_ 2i+ D0+ Ja =)' Z (1) (J+ o+ Ja —2)' (G + Jb — Ja)!
(j+ja+.jb+1)! . (j+jb_.ja_x)!x!(j"'ja_jb_x)!
:(%+Uﬁ+h—%ﬂ§:anG+%—h>U+%+h—@!
(7 + Ja + 7o+ 1)! z (J +Ja = jo — 2)!
25+ 1)(274)! (24p)!
2 D) @h) (3A-13)
(J + Ja + b+ D! (a + G — 5)!
la derniére ligne étant obtenue & 1’aide de (AC3-9). On peut alors définir :
S (24 + 1)(2Ja)! (24b)!
(Jada Jo =do | § Ja = ) \/(j+ja+jb+1)!<ja+jb_j)!

En remplacant (3A-14) dans (3A-12), on trouve :

(3A-14)

(G4 Ja =)' (G + Jb = Ja)! (a + Jb — J)!
(J+Ja+go+1)!

<ja Mg JpMp | ]m> =0p Ma+my \/

y 2+ 1) (G +m)! ([ —m)
(Ja +ma)! (Ja = ma)! (b + m)! (o — me)!

oD DI — (jafma{rﬂf)!(jJrijrmajfE)!'
- G+dp—Ja—2)N(G+m—x)zl(x+ jo — j» —m)!

2+ (G +m) (G —m)!
(Ja + ma)! (Ja — ma)! (o + m)! (Jo — ms)!

= 5m me+my A(.jaajb7j) \/

- G+go—Ja—x)N(G+m—z)zl (x4 jo —jp —m)!
(3A-15)

Cette relation représente la forme explicite des C.G donnée par Wigner. Nous
allons maintenant montrer I’équivalence avec la forme déduite par Racah. Si on
utilise (AC3-10), on a :

(jama jomy | jm) =

27+ 1) G +m) (G —m)!(Ja +ma)! (b — 1)
(Ja = ma)! (o + ma)!
% Z (=1)=Hrme (G, —mg + @) )
— al(x+jo—Jo—m) u! (jotma—uw)! (jo—me—u)! (= jat+me+u—z)!
(3A-16)

6m Mae+myp A(javjbaj) \/
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Si on utilise (AC3-11), on obtient :

(Jama jymy | jm) =
5m Mg +mp ( 1)] Ja—dv A .7aa.7ba V 2.7 +1 S jaamaajb;mb,]7 )
XZ ) [ul (o + ma — u)! (Jb my —w)! (§ = jo — Ma + u)!

X (§ = Ja +my +u) (o + jo — 5 —u)l]” ! (3A-17a)
S(ja; Ma; jb; mp; j? m) =
Vo +ma)! (Go = ma)! G +mp)! (o — mp)! (G +m)! (j —m)! . (3A-17b)

Il est clair que S est inchangé lorsqu’on change les signes des composantes magné-
tiques :

S(Ja> mai Jo, M3 Jj, m) = S(ja, —Ma3 Jb, —mp; J, —m). (3A-17c)
Si on définit

X (Jas Mas Jo, mp; j) = Z(—l)u [u! (Ja +ma —u)! (Go —mp—u)! (5 — jo —ma+u)!

u

X (j = ja+me+u) (o + ja—j—u)]™" (3A-18)
on a :
(Jama jomy | Gm) = 0m mermy (177727 A(jas i, J)
X \/2j 4+ 1 S(jasmas Jos Mo §,m) X (Jas Mas Jo, me; j).  (3A-19)

Si on fait le changement de variable t = j, + j» — j — u dans X (ja, ma; Jo, Mw; 7),
on obtient la relation de symétrie :

X (Jas Ma3 Jos mp; §) = (=1)7T77 X (G, —mas jo, —m; 7) (3A-20a)

avec explicitement :

X (Jay =Ma3 Jo, =13 §) = Z(—l)u [u! (ja—ma—u)! (Jo+mp—u)! (j—jo+ma+tu)!

u

X (§ = ja —mp +u)! (o +ja — 5 —u)!]™" (3A-20b)

ce qui donne :

<ja Mg Jb My | ]m> =0m ma—i-mb ]aa]ba \/ 25 +1 S ]aamayjbambvja )
X (=1)" (! (o = ma — w)! (G +mp —w)! (§ = jo + ma + )!

X (.7 — Ja — Mp +u) (]b +Ja—J 7“’) ] h (3A—21)

On retrouve exactement la forme donnée par Racah (voir (3A-7a)).
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A.3. Relations de symétrie et d’orthogonalité

Relations de symétrie

La premiere relation de symétrie est donnée par (3A-17¢) et (3A-20a) :
(Gama jomy | jm) = (=170 (o —ma gy —my | j—m). (3A-22)
D’apres leur définition, on a aussi
S(jb, M3 Ja, Ma; Gy m) = S(ja, Mas Go, M5 §; M) (3A-17d)

et
X(jaa Me; jba mp; j) = X(jba —my; ja; —Ma; j) (3A—20b)

On en déduit :

X (Jb, mb; Jar Ma; J) = X (Ja, =5 by =03 J)
= (=19 X (Jay ma; Jo, M3 5)- (3A-20c)

Les relations (3A-17d) et (3A-20c) entraient alors :

(Gomy Jama | jm) = (=1)7F (Gama jymy | jm)- (3A-23)
Si on pose t = j, + my — u dans X, on obtient :

X (Jar ma3 jo, 5 ) = (=177 X (5, m; jo, w3 Ja) (3A-20d)

ce qui conduit a :

. . . i m 27+1 . . )
(Jama jomy | jm) = (=1)7Fm \/ﬁ (G —m gomp | ja —ma). (3A-24)
a

Finalement, si on pose t = j, — m, — u dans X, on obtient :

2j + 1
25 +1

Ja—Ma

(Jama jomy | jm) = (=1) (jama j —m | jo —mp). (3A-25)

Relations d’orthogonalité

Rappelons les relations que nous avons obtenues dans le chapitre 3 :

<ja m:;jb m;) | ]m> <ja M Jb M | ]m> = Om/ m, Om!m (3A'263)
> e O m,

jm

Z {(Jamajome | 3m) (Jamagome | 3 m') = 05 j O m. (3A-26b)
Mo mp
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A.4. Valeurs particulieres

(o) Un des moments angulaires est nul
<0 Ojb mp | .7 m> = 6]' b 6m mp (3A—27)
<ja Mg 00 | .7 m> = 6j Ja 6m me (3A—28)

. . S A |
<.7a Ma Jo My | 00> = (_1)ja ¢ m 6jbja Omy, —ma
R
= (71)Jb+ b W 050 jo Oma —my- (3A-29)
a
(ﬁ) me =mp =0

Si on pose 2js = jq + jb + J, on obtient
<ja0jb0 | .70> =

0 Sl jq + Jb + J est impair
i A g s Js! C .
—1)7M 7 Aljardbs ) 77—y St Ja + Jb + J est pair
- Uosdood) G300 G — o)1 G — )
(3A-30)
avec j = /27 + 1.
A.5. Coefficients 3-j
Wigner a introduit les coefficients 3-j qui sont définis par :
Ga do 3\ _ o qeamege L - ]
(e 0 3) = ) s Gamadom | jom) (3491
ou encore
ja jb ] i —m—j 1 . . .
= (—1)% Jo ——— (jamyg . 3A-32b
(e 2 ) =) s Ui | gm). (3-320)

Inversement, on a :

<jamajbmb | jm> = (71)ja+mijb V 25 +1 (ja - ) (3A_333)

Mg My —M

et

Gamajomy | j—m) = (~1)o—m=h /o771 (J“ Js J). (3A-33D)

Mg Mp M

Les coefficients 3-j possedent les regles de symétrie :
ja jb .7
Mg My M

est

(i) invariant dans une permutation circulaire des trois colonnes ;
(ii) multiplié par (—1)7*J+*7 Jorsqu’on permute deux colonnes ;
(iii) multiplié par (—1)7«T9+J lorsqu’on change les signes de m,, myp, m.
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A.6. Tables
Nous présentons les tables de C.G pour j, = 1/2, 1, 3/2, et 2 dans les tableaux 1-4.

<jama%mb | jm)

Jj= my =1/2 my = —1/2
i1 Jatmt1/2 Ja—m+1/2
Ja T3 2ja+1 2ja+1
Nt _ Ja—mt1/2 Jatm+1/2
Ja =3 2jat1 2jat1

Table 1. Expression algébrique des C.G pour j, = 1/2.
[Algebraic formula for the C.G coefficients for j, = 1/2.]

(Jama 1my | jm)

Jj= mp =1 myp =0 mp = —1
- + 1 (ja+m)(ja+m+1) (ja*m‘Fl)(ja“’m“Fl) (ja*m)(ja*m“ﬁl)
Ja (2ja+1)(27a +2) (%ja+1)(Ga+1) (27a+1)(27a +2)
. _ Gatm)Ga—m+D m Ga—m)Gatm+D)
Ja 2ja(Ga+1) ViaGatD) 2ja(ja+1)
i (Ja—m)(Ja—m+1) _ Ua—m)Jatm) (Jatm)(Gat+m+1)
Ja 2Ja (2ja+1) Ja(2ja+1) 2ja (2ja+1)

Table 2. Expression algébrique des C.G pour j, = 1.
[Algebraic formula for the C.G coefficients for j, = 1.]

<jama%mb | jm)

j: mb:3/2 mb:1/2

i+ 3 Gatm—1/2)Gatm+1/2)Ga+m+3/2) 3Gatm+1/2) (ot m+3/2)(ja—m+3/2)
Ja T3 ja+1)(Zja+2)(2ja+3) (2ja+1)(27a+2)(2ja+3)

: 1 3(jatm—1/2)(a+m+1/2)(ja —m+3/2) . 3 Jatm+1/2
Jats = 2ja (20 +1)(2ja +3) —Ua =3m+35) 55, @t 1)(2jut)
o1 3(Jatm—1/2)(ja—m+1/2)(ja—m+3/2) 1 Ja—m+1/2
Ja =3 (Zja—1)(2j0+1) (270 +2) (a +3m = 3) (55, 71) @0 +1)(27a 12)
.3 Ga—m—1/2)Ga—m+1/2)(Ga—m+3/2) 30a+m—1/2)(ja—m—1/2)(Ga—m+1/2)
Ja =2 2ja (20 —1)(2ja +1) 2ja(2ja —1)(2ja+1)
(ja ma % my | jm)

J= mb:71/2 mb:73/2

43 3Ga—mt1/2)Gatm+3/2)(ja—m+3/2) Ga—m—1/2)Ga—m+1/2)Ga—m+3/2)
Ja T 3 (Zja+1)(2ja+2)(2ja+3) (Zja+1)(2ja+2)(2ja+3)

. 1 . 3 (Ja—m+1/2) 3(Ja—m=1/2)(ja—m+1/2)(ja+m+3/2)
Jotg  Ua+3m+3) 55 205,59 B IPCTPES)eyme=

. 1 . 1 (at+m+1/2) 3(ja—m—1/2)(Ga+m+1/2)(ja+m+3/2)
Ja—5 —Ua=3m=3) @ @5, 41)@j. 19 Zja—1)(2ja+1)(2ja+2)
jo— 3 — 3(Ja—m=1/2)(Ga+m—1/2)(Ga+m+1/2) Gatm—1/2)Gatm+1/2)Gatm+3/2)
@ 2 2ja(2ja_1)(2ja+1) 2ja(2ja_1)(2.7a+1)

Table 3. Expression algébrique des C.G pour j, = 3/2.
[Algebraic formula for the C.G coefficients for j, = 3/2.]
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(Jama2my | jm)

j = my = 2 mp =1
) Jatm=1)(Ga+m)(Gat+m+1)(Ga+m+2) \/(7a—m+2)(Ja+m+2)(Ja+m+1)(Ja+m)
Ja (20 +1)(25a+2) (210 +3)(2ja+4) (2jat1)(a+1)(2ja 18)Ga+2)
, Gatm—1)Gatm)Gatmt D) Ga—m+2) , GatmtD)Gatm)
Jat1 — 2a(Gat D) (Ga+2)(2ja+1) —(Ja —2m + 2)\/2ja(2ja+l)(ja+1)(ja+2)
, 3Gatm—1Gatm)Ga—m+D) (Ga—m+2) 3Ga—m+1)(Gatm)
Ja \/ Ja-1)27a (ja+1) (270 +3) (1- 2m)\/(2ja—1)ju(2ja+2)(2ja+3)
0 [Gatm—DGa—m)Ga—mt ) Ga—mt2) . _ Ga—m+D)(Ga—m)
Ja —1 20a—1DjaGat1)(2jat1) (Ja +2m 1)\/(ja—l)ja(2ju+1)<2ja+2)
\/(Ja m—1)Ga—m)(Ga—m+1)(Ja—m+2) \/(Ja m+1)(Ga—m)(Ga—m—=1)(Ga+m—1)
(2ja—2)(2ja—1)2ja (2ja+1) (Ja—1)(24a—1)ja (2ja+1)
<jama2mb | jm)
j = mp =0
- 3(ja—m+2)Ga—m+D) Gat+m+2) Gatm+1)
Ja +2 \/ (%0 +1)(2ja+2)(2ja+3)Ga +2)
: Ja—m+1)(Ga+m+1)
Ja +1 m\/]a<2ya+1)<7a+1)<]a+2)
i 3m2—ju(jat1)

V(@ja—=1)ja(Ga+1)(2ja +3)

. 3(ja—m)(Jatm)
Ja —1 —m\/ a—1)ja@ja+1)FGa+1)

i —9 3(Ja—m)(Ja—m—=1)(Ga+m)(Ja+m—1)
Ja (ja—2)(2Ja—1)ja (2ja+1)

(Ja Ma 2mp | jm)

j: mpy = —1 my = —2

P42 \/ (Ga=m+2)(ja+m+2) (o —m+1) (fa—m) \/(ju,m,lma,m)(ja,mﬂ)(ja,mﬁ)
Ja (2ja+1)(Ga+1)(2ja+3)(Ga+2) (2ja+1)(2ja+2)(2ja+3)(2ja+4)

; ; Ga—mtD(Ga—m) Ga—m—1)Ga—m)Ga—m+1) (g +m+2)
Jat 1l (Ja+2m+ 2)\/ja(2.7'a+1)(2ja+2)(ja+2) Ja(2ja+1) (Ja+1) (270 +4)
. 3(Jatm+1)(Ga—m) 3(Ja=m=1)(Ga—m)(ja+m+1)(ja+m+2)
Ja (L4 2m)\/ G5 45, 70 45 @0 79 \/ (%Ja-1)ja (2ja+2)(2ja+3)

1 (i o GatmtD) Gatm) (a—m— 1)(7a+m)(m+m+1)<7@+m+2)
a=1 —(ja—2m 1)\/(ja—l)ja(zja+1)<2ja+2) \/ Ja-1jaiat 1) (2iat2)
o [Ga=m—DGatm)Gatmt)Gatm=1) Gatm—1Gatm) Gatm+D) Gatm+2)
Ja Ga-1)(2ja~Dja (2ja+1) (Zja-2)(2ja~1)2ja (Zja +1)

Table 4. Expression algébrique des C.G pour j, = 2.
[Algebraic formula for the C.G coefficients for j, = 2.]
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Coefficients du binbme

Dans cette annexe, nous allons donner quelques formules utiles dans le développe-
ment de I'expression des coefficients de Clebsch-Gordan.

() Relations générales

Lorsque p et g sont positifs, on a :

()~ i

Si p est négatif, la relation précédente devient :

(p) _ (e lazp= D gy <q‘p‘1>. (AC3-2)

q q' (=p—1)! q
Cette relation peut se démontrer facilement en utilisant certaines propriétés des
fonctions I'. Par définition, on a :

<p>: b (=)
q ¢p—a) ¢ (=" —q)

oll nous avons posé p’ = —p. On peut maintenant tirer profit de la relation :

(—2)t =

0
(z—1)! sinwz
que Pon applique & (—p’)! et & (—p’ — ¢)!. Si on suppose que —p’ et ¢ sont des

entiers, la relation cosmqg = (—1)9 acheve la démonstration.
La seconde relation dont nous aurons besoin s’obtient en développant (1+z)P+4

(+apts = %, (P19) arte

Il
—
—
+
&
~—
i)
_
_|_
8
~
Q

I
7
R

I
N
o~
IS
NS

En posant v =t + u, on obtient :

S0 e

cette relation s’écrit explicitement :

pie _ e+
Zt: tp—t)w—t)(g—v+t)  vllp+qg—u) (AC3-3Db)
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La relation (AC3-3b) peut encore s'écrire

ptol _ __(+o
zt: -t w-—1t(g—v+t)  qp+qg—0) (AC3-3c)

ou encore :
1 (p+q)!
= . AC3-4
;t!(pft)!(vft)!(qvart)! plglv! (p+q—v)! ( )
Lorsque p est négatif et | p | < ¢, en utilisant (AC3-2), 'égalité (AC3-3) devient :
(t—p—1'g! (p+9q)!
> (1) = (AC3-5a)
- t(—p—-—Nw—-t)(g—v+t)! vl(p+qg—0)!
ce qui est équivalent a :
—p—1)! '(=p—1)!
> (= E-p-1) - prolzp—1) (AC3-5b)
- thv—t)(g—v+1t)! gl (p+qg—o)!
en posant p=—-p—1let A\=¢g—wv,ona
t+p)! A+v—p—=1!p
—1)¢ ( = . AC3-
2.1 -0+ A+o)lol(A—p— 1) (AC3-5c)

t

Lorsque p est négatif et | p | > ¢, en utilisant (AC3-2) dans les membres de gauche
et de droite de I’égalité (AC3-3) on obtient :

, t—p—1)lq L (w—p—q—1)
zt:(_l) 7l (pi)!(ft)!(Zert)! = (=1 f;! dlgfl)! (AC3-6a)

ce qui est équivalent a :

, t—p—1)! Lw—p—q—1(=p—1)
2(_1) t! (’u(t)!]Zqi))th)! = (=) ( q?’u! (qp)q(li)! ! (AC3-6b)

en faisant les mémes changements de variable que précédemment p = —p — 1 et
A=q—wv,ona
t+p)! (p—Np!
—1)t ( = (1) . AC3-6
2. (1) T e ) TR RS g ey oy wa § 7 ( °)

t

(B) Application au calcul des C.G

D’apreés (AC3-2) nous avons :

A1 ) L s (It

)+ Ja—Jp—X ‘74‘»‘70’.7‘%‘71.

(J + Ja + Jo — 2)!
(2u)! (j + Ja — Jb — )!

_ (71)j+ja*jhfﬂﬂ
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d’ou :

J+Ja+jp — x)! v o 2y — 1
EjJrjajbx)! = (=1)F =i (2,1 (jJrjajb jbx>. (AC3-7)

On en déduit alors :

e (Gt —da) Utdatip—2)
2. ( o )(j+ja—jb—x)!

(—1)i e (25,)! <j+jb—ja)( ~2jp— 1 )

€ Jtja—Jo—x

x

= (—1)7He 70 (25,)! j.j“.jb.l) AC3-8
N (O

la derniere ligne étant obtenue en appliquant (AC3-3a). Mais d’apres (AC3-2)

on a :
j _.ja _jb _ 1 _ (71)j+ja—jb ] 2.ja )
J+Ja—Jb 7+ Ja— b

ce qui donne finalement :

z J+ b= Ja (j+ja+jb_l')!_ . 2ja
; (_1) ( ; ) (.7 +ja 7‘7‘17 - LL')' B (QJb)! <] +ja ]b)
(2ja)! (25p)!

" Gt da— o) Ga+ s =D
(AC3-9)

Si maintenant on pose p = jo + My, ¢ = J+ jp — ja — T €t v = j — my, la
relation (AC3-3c) devient :

(j+jb+ma7x)! _
(J+Jb = Ja— ) (j+m—x)!
; (i — |
Z : (]r.z +ma)! (b .mb)‘- . (AC3-10)
i t!(]a‘{’ma*t)!(]b*mb*t)!(]*]a‘{’mb*x‘i’t)!

Si on pose p = ju — May A= jo — Jo —m et v =7 — jo + mp + u dans (AC3-6¢),
on obtient :

Z (_1)95 x'( (ja_ma+'r)! _

o G = Ja+my+u =) (ja— jp — m+ ).

(_1)j7ju,+mh+u (Ja — ma)! (jb +my)! . ‘ ‘ )
(j7.7.17*ma‘{’u)!(j*ja+mb+u)!(]b+]a7.7*11‘)!
(AC3—11)
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B. Coefficients de recouplage

Nous avons vu dans le chapitre 3 que lorsqu’on couple trois ou quatre moments
cinétiques, ce couplage peut se faire de plusieurs manieres et on a été amené
a introduire une matrice unitaire pour passer d’un couplage a l'autre. En plus
de ces éléments de matrice, il existe dans la littérature d’autres coefficients qui
leur sont proportionnels dont nous donnerons la définition. Nous allons dans ce
complément donner quelques propriétés de ’ensemble de ces coefficients.

Nous ne donnerons pas toutes les regles de somme ou d’orthogonalité possibles
mais nous allons plutét illustrer sur des exemples comment on peut procéder pour
les déterminer.

B.1. Couplage de 3 moments angulaires

Transformation unitaire

(A) Expression en fonction des coefficients de Clebsch-Gordan

D’apres (3-46), on a :

| « ja (]b]c) ]bc,]m> =
Z <(ja ]b) JabJciJ | Ja (]b]c) Jbe ;.7) <ja Mg Jb M | Jab mab>

Jab Ma My Map Me

X <jabmabjcmc | ]m> | aajama> | abjbmb> | acjcmc>

= Z <ja Mg Jbe Mbe | ]m> <]b mp Je Me | Jbe mbc>

Maq Mp Mpe Me

X | g jama) | apjpmy) | acjeme). (3B-1)
En multipliant cette égalité par (jom,o, | (jemyow | (jemlace |, on obtient :

> Gama doms | Gabmab) (Gab Mab jeme | 5m)

Jab Map
X <(jajb) JabJe3J | Ja (]b]c) Jbe ,.7> =
Z <ja me jbc Mpe | ]m> <.7b my jc me | jbc mbc>~ (3B‘2)

Mbe

Si on prend comme cas particulier m, = mp =m. =0, 0n a :

D Ga0550 | 5t 0)(Gap 0 4O | GO) (Ga o) Jabe:d | Ja (b de) doeid) =
jab

<.ja0 jbco | JO> <jb0 jco | jbc 0>- (3B—3)

En multipliant par »_ ~ (jomajome | Jome,) les deux membres de
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légalité (3B-2) et en utilisant (3A-26b), on obtient :

<jab Mab Je Me | ]m> < (ja ]b) JabJeiJ | Ja (]b ]c) Jbe ,.7> =
Z <ja me jb my | jab mab> <.7b my jc me | jbc mbc>
Mo My Mpe
X <.ja Mq Jbe Mpe | ]m> (3B_4)

Multiplions les deux membres de cette égalité par (jap Map jeme | jm) et som-
mons sur Mgy et me. On a alors :

<(jajb) JabJe3J | Ja (]b]c) Jbe 7]> =
Z Z <.jab Map Je Me | ]m> <.ja Mg Jb Mp | Jab mab>

Mg Mp Me Mapb Mpe

X <]b mp Je Me | Jbe mbc><ja Ma Jbe Mpe | ]m> (SB'Sa)

ou encore

<(jajb) JabJe3J | Ja (]b]c) jbc;j> =
1 . . . . . .
2+ 1 Z Z <.7ab Mab JcMe | J m> <]a Mg Jo M | Jab mab>

Mg Mp Me Mab Mpe M

<jb mp Je Me | Jbe mbc> <ja Ma Jbe Mpe | J m> (3B‘5b>

D’une maniere analogue, nous avons :

| o (jajb) jabjc?jm> =
> (daGode) doeid | Gadv) dabdesd) | @ ja(Goje) Joeiim) (3B-6)

Jbe

avec :

Z <.7b mp Je Me | Jbe mbc> <ja Mq Jbe Mpe | Jm>

Jbe Mbe
X <ja (]b]c) Jbe s J | (jajb) Jab Je 7]> =
Z <.ja M Jb M | Jab mab> <jab Mab Je Me | Jm> (SB'7)

Mab

D U0e0 | Goe 0){Ga 0 jue O | JO)((Jadb) Jav e | Ja (b de) docii) =

Jbe

(Jab 0 jc 0 [ 70) (ja 0 jb O | jap 0) (3B-8)

Ann. Phys. Fr. 26 ¢ N° 6 e 2001



Compléments au chapitre 3 135

et :

<.ja Mg Joe Mbe | ]m> <.ja (]b]c) Jbesd | (jajb) jabjc§j> =

Z <.7b my Je Me | Jbe mbc> <ja Mg Jp My | Jab mab><jab Map Je Me | ]m>
My Me Mab

(3B-9)

(B) Reégles de somme

Nous avons vu plus particulierement par les relations (3-43) et (3-45) que les
coefficients qui déterminent la matrice unitaire sont indépendants de m. On peut
alors écrire pour toute valeur de m :

<(jajb) JabJei;J m | Ja (]b]c) JbesJ m> = <(jajb) JabJeiJ | Ja (]b]c) Jbe 7.7>
(3B-10)
On peut d’autre part introduire la relation de fermeture :

Z | Jb (jajc)jac?j/m/><jb (jajC)jaC;j/m/ |: 1 (SB'll)
Jac ' m’
ce qui conduit a :
<(jajb) JabJeiJ | Ja (]b]c) Jbe 7]> = <(jajb) JabJei;J m | Ja (]b]c) JbeiJ m>
= > {(Jadv) Jabde;dm | Gs (jaje) Jacs ' m')
Jac ' m’
X <]b (jajc)jac ?j/m/ | Ja (]b]c) Jbes J m>
= ((adb) Jabdeid m | o (Ja je) Jacijm)
j(lc

X <]b (.ja ]c) Jac;jm | Ja (]b ]c) JbeiJ m> (3B—12)

mais on peut utiliser les relations de symétrie (3A-23) :

< (.jajb) JabJeiJm | Jb (jajc)jac 7]m> =
(_1)ja+1b_1ab < (]b ja) jab jc ;j m | jb (ja ]c) jac 7.7m>
= (_1)ja+jb_jab <(jbja) jab jc ;j | jb (ja ]c) jac 7]> (3B_13)
et :
<jb (jajc)jac igm | Ja (]b]c) JbesJ m> =
(_1)Jb+Jc_jbC <.7b (ja ]c) jac ;jm | ja (]c ]b) jbc ;j m>
= (_1)jb+]a67] (_1)jb+]67]bc <(ja ]c) jac jb ;jm | ja (]c ]b) jbc ;j m>
= (_1)Jb+]ac*] (_1)J5+Jrjbc <(ja jc) Jacjvid | Ja (jcjb) e ;j> (3B—14)
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d’ou :

((Ga db) Jab Je:3 | Ga (o Je) Joe ) = (—1)7e I mder (—1)0rdeine
X Z (_1)jb+ja67j <(Jb ja) jab jc ?j | jb (ja ]c) jac 7.7>
jflC
X < (.ja ]c) JacJbiJ | Ja (]c ]b) Jbe 7]> (SB'15)
(C) Relation d’orthogonalité
Si on injecte la relation de fermeture
S| Gads) Gavdesd'm' Y ((ads) Javde;d'm’ |= 1 (3B-16)
Jab j'm’
on obtient :
(Sjbc Jre = <.ja (]b]c) Jbeijm | Ja (]b]c) ]Il)c 7]m>
=" (o (v de) doe;dm | (Ja ) Jab je;im)
Jab
X ((Ja jb) Jabje;Jm | Ja (JbJe) Joe 3.5 m)
= Z <ja (jbjc)jbc i J | (jajb) Jab Je 7]>
Jab
X < (ja ]b) jab jc ;j | ja (]b ]c) .71/75 a.7> (3B'17)
c’est-a-dire finalement, on a la relation d’orthogonalité :
> (da Gode)dveid | Gad) dabdesd) ((Gadb) dabdesd | da (Gode) oeid) = 6 ji. -
jab
(3B-18)

(D) Valeurs particuliéres

(0(Jo ) vesd | (04b) Jabdesd) = Ojuei Ojy jus ( )
(Ja (04c) Joe 33 | (Ga0) Jabde:d) = Ojpe o Gjus da (3B-20)
<.7a (]b 0) JvesJ | (]a ]b) Jab 0 .7> 6ch Jb 6jabj ( )
(Ja (v Je) Joc 30 | (Ja db) Jab Je;0) = Gjuy e Ojpe ja- ( )

Coefficients de Racah
(A) Définition et forme explicite

Les coefficients de Racah sont définis par :

((Gav) Jab Je 33 | Ja (Gode) doe 13) =/ (2dab + 1) 2jve + 1) W (ja b d je 3 Jab Joe)-
(3B-23)
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Racah a donné une forme compacte pour le calcul de ces coefficients :

W(abed;ef) = A(a, b, e) Ala,c, f) A(b,d, f) Ac,d, e)
XY (=17 (a+bt+ctd+1-2)

x{z! (e+f—a—d+2)(e+f—b—c+2)(a+b—e—2)
-1

x(c+d—e—2)(a+c—f—2)(b+d—f—2)

(3B-24)
ou A(x,y, z) est défini par la relation (3A-7b). Si on convient de schématiser les
inégalités triangulaires qui doivent étre vérifiées dans le coefficient de Racah par
le symbole o, on aura :

W(oo~~;o~); W(o~o~;~o); W('o~o;~o); W('~oo;o~).

(B) Expression en fonction des coefficients de Clebsch-Gordan

11 suffit d’utiliser la définition des coefficients de Racah pour obtenir :

> Gama doms | Gabmab) Gab Mab jeme | 5m)

Jab Mab

% v/ (2ab + 1) (20 + 1) W (ja JbJ Je s Jab dve) =
Z <ja Ma Joe Mbe | ]m> <.7b My Je Me | Jbe mb6>' (3B‘25)

Mpe

Si on prend comme cas particulier m, = mp =m. =0, 0n a :

> Ga0550 | Jab0) (ap 0 jc O | 50)

jab

X/ (2ab + 1)(2jbe + 1) W(ja jb 7 je i jab jbe) =
(300 5bc0 | 50) (jp 0 5c 0 | je0). (3B-26)

Les autres relations s’écrivent :

Gab Mab jeme | GmY) /@b + 1)(2be + 1) W(a v j je; jab joe) =

Z <ja Mg jb my | jab mab> <.7b my jc me | jbc mbc><ja Mg jbc Mpe | ]m>
Ma Mp Mpe

(3B-27)

V (2jab +1)(2jbe +1) W (ja o] Je Jab joc) =
Z Z <.jab Map Je Me | ]m> <ja Mg Jb Mp | Jab mab>

Ma Mp Me Map Mpe

X <.7b mp Je Me | Jbe mbc><ja Ma Jbe Mpe | ]m> (3B'28a)
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ou encore, si on somme sur tous les indices magnétiques :

V (2jab + 1) 2jbe + 1) W (jajbd je s Jab Joe) =

1 . . . . . .
27 +1 Z Z (Jab Mab Jeme | 3m) (JaMa Jomp | Jab Mab)

Mg Mp Me Mab Mpe M

X <.7b My Je Me | Jbe mbc><ja Ma Jbe Mpe | J m> (3B'28b)

D’une maniere analogue, nous avons :

Z <.7b mp Je Me | Jbe mbc> <ja Mq Jbe Mpe | Jm>

Jbe Mbe

%V (2jab + 1) b + 1) W(jajbj je Jab Joc) =
Z <.ja Maq Jb M | Jab mab> <jab Mab Je Me | ]m> (3B-29)

Mab

> (050 | joc0) (a0 G0 | 50)

Jbe

X/ (2jab + 1) (26 + 1) W (ja Jb J Je s Jab dbe) =
<jab0 jco | .70> <ja0jb0 | jab 0> (3B—30)

et :

(Ga M Jbe mbe | 31 /(b + 1) 2dbe + 1) W (Ja db e ; Jab joe) =

Z <.7b mp Je Me | Jbe mbc> <ja Mg Jp M | Jab mab><jab Map Je Me | ]m>
mMp Me Mab

(3B-31)

(C) Relations de symétrie

Elles se déduisent de la relation (3B-28b) en utilisant les propriétés des C.G. Nous
allons en démontrer trois, les autres se calculant par la méme méthode. Posons
Ja = ja, J = Jb, JBC = Jab, Jo = Jes JaB = Jve, JB = j avec les projections sur
I’axe Oz correspondantes. On a alors :

Jab dbe W (Ja b d Je s Jabdbe) = Jpc Jap W(JaJ Jp Jo s Jpe Jag)
1
=0 M M, M M M M
2Jp + 1 Z<JBC Bc JoMc | Jp Mp)(JaMa JM | Jgc Mpc)
X (JM JoMc | Jap Map){(JaMa JapMap | Jg MBp).
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Si on utilise les relations (3A-24) et (3A-25), le membre de droite s’écrit :

1
2J +1 Z<JAB ~Map Je Mc | J=M)(JaMa Jg —Mp | Jap M_ap)

x (Jg—Mp Jo Mc | Jgc —Mpc){(JaMa Jpc —Mpc | J—M) =
V©2Jap +1)(2Jpc +1) W(JaJsJ Jo; Jag Jac)
=/ (2jab + 1) 2jbe + 1) W(jad jbje; joe jab)

c’est-a-dire que 'on peut permuter les deux termes du milieu a gauche du point
virgule et les deux termes de droite sans changer la valeur du coefficient de Racah.

Si on pose maintenant Jp = ju, Ja4 = ju, Jo = 4, J = Je, JaB = Jab €t
JBC = Jbe, il vient :

Jab dbe W (Ja b7 Je s Jabdbe) = Jap Jse W(JIp JaJo J; Jap Jpc)
1
= — M M M M M M
2o+ 1 > (JapMap JM | Jo Mc) (Jp Mp JaMa | Jap Mag)
X <JA MA JM | JBCMBC><JB MB JBCMBC | JcMc>.

Avec (3A-22), (3A-24) et (3A-25), le membre de droite devient égal & :

1
21 Z<JABMAB Jo—Mc | J—M){(JaMy Jg Mp | Jap Mag)

X (JaMa Jpc —Mpc | J—-M){(Jg Mp Jo —Mc | Jpc —Mpc) =
V©2Jap +1)2Jpc +1) W(JaJpJ Jo;Jan Jpc)
= \/(Qjab + 1)(2jbc + 1) W(jbjajcj §jab.jbc)-

Cette égalité signifie qu’on peut permuter a gauche du point virgule les deux
premiers moments angulaires entre eux et les troisiemes et quatriemes moments
cinétiques entre eux. Il existe d’autres relations analogues qui ne concernent que
les permutations des moments angulaires de la partie gauche du coefficient de
Racah. Elles sont données dans la relation (3B-32). La derniere relation que nous
allons démontrer est la conséquence du passage du couple du milieu du terme de
gauche vers la droite du point virgule. Pour cela, posons successivement J4 = j,,
JaB = jv, Jc = j, Jo = je, JB = Jab €t J = jpe. On a alors

Jab doe W (ja b j jes javjoc) = Jp J W(Ja Jap Jpc Jo i Jp J)
1
= Jg Mp Jo M Jec M Ja My Jap M Jg M
2JB0+1Z<BBCC|BC Be )(JaMa Jap Mag | Jp Mp)
X <JABMAB JcMC | JM><JAMA J M | JBCMBC>-
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Le membre de droite devient égal a :

(2Jap +1) (2Jpc + 1)

1
57+ 1 ZUB Mp Jo Mc | Jpo Mpe ){Ja—Ma Jp Mp | Jap Map)

X <JABMAB JcMC | JM><JA*MA JBCMBC | JM>:

\/ (2JB + 1) (2J + 1) (71)JAB+JBC-JB—J

X

(2Jp+1)(2J+1) TandTeedng &
_1 AB BC B« J J W J J JJ J J
\/(2JAB+1) (2Jpc + 1) (=1) aBJpc W(JaJpJ Jo;Jas Jec)

= JpJ (=1)astIec=Is=T W (j\ Jp JJc;Jap Jpc).
Soit finalement

W (o b 3 e s Jav doe) = (=1)" 97707 W (ja fab oe je 5 o 3)-
L’ensemble des résultats est donné dans la relation (3B-32) :

W (abed;ef) = W(badc;ef) = Wcdabsef) = W (achd; fe)
= (=1)b+e=e=f W (aefd;be). (3B-32)

(D) Relations d’orthogonalité

Si on utilise (3B-18) et la relation (3B-23) qui définit les coefficients de Racah, on
obtient :

> (2e +1)(2f + 1) W (abed; ef) W (abed; eg) = 654 (3B-33)
(E) Régles de somme
La premiere regle de somme se déduit de (3B-15) :
W(abedsef) = Y (=1)"797° (2 + 1) W (gabf; de) W (gdbe; ac).  (3B-34)
g
Il existe d’autres relations dont nous ne donnerons pas la démonstration :
W (abed; ef ) W (abgh; ei) = Z (25 + )W (jgfa;ci) W(jdib; hf) W (jgde; ch)
J
=3 (2j+1)(2k+1)
ik
x W (cifg; ka) W (cijb; kh) W (g fjb; kd) W (cdhg;ej).

(3B-35)
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(F) Valeurs particuliéres

1
W(Obcd,ef) = \/m 6(;6 6cf (|b*C|§d§b+C> (3B—36a)

' - (_1)a+c—f B )
W (abed; 0f) = CERCE dab dcd (Jla—c|<f<a+c) (3B-36b)

(G) Tables pour e = 1/2 et e = 1

(a+b+c+2)(a+b—c+1)
(2a+1)(2a+2)(2b + 1)(2b + 2)
(

)

W(aa+1/2 bb+1/2 ;1/26):(_1)a+b—c\/

| . atbe |la=btectl)(c—a+b)
W(aa+1/2 bb—1/2 ;1/2¢) = (—-1)*™° \/@a+1xmz+2

2b(2b+ 1)

Table 5. Expression algébrique des coefficients de Racah pour e = 1/2.
[Algebraic formula for the Racah coefficients for e = 1/2.]

W(@aa+1bb+1;1¢)=

(—1yorb=e (a+b+c+3)a+bt+c+2)(a+b—c+2)(a+b—c+1)
42a+3)(a+1)(2a+1)(20+3)(2b+ 1)(b+ 1)

W(@a+1bb;lc)=
(—1)+be \/(a—l—b—l—c—l—Z)(a—b—l—c—i—l)(a—l—b—c—l—l)(c—a—i—b)

120 +3)(a+ 1)(2a+ 1)b(b+ 1)(2b+ 1)

W(@aa+1bb—1;1¢)=

(—1ya+b=e (c—a+b)c—a+b—1)(a—b+c+2)(a—b+c+1)
4(2a+3)(a + 1)(2a+ 1)(2b— 1)b(2b + 1)

ala+1)+b(b+1)—clc+1)
V4a(a+1)(2a+ 1)b(b+ 1)(2b + 1)

W(aa bb;le¢)=(—1)2t0c1

Table 6. Expression algébrique des coefficients de Racah pour e = 1.
[Algebraic formula for the Racah coefficients for e = 1.]
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Coefficients de Jahn
(A) Définition
Ces coeflicients sont définis par :

((Jadv) Jab e 33 | Ja (Gode) doe 53) = U(Ja v Je s Jab Joc)- (3B-37)
La relation entre ces derniers et les coefficients de Racah est particulierement
simple :

Ulabed;ef) = /(2 +1) (2f + 1) W (abed;ef) (3B-38)

ce qui permet de schématiser les inégalités triangulaires par :

U(oo~~;o~); U(o~o~;~o); U('o~o;~o); U('~oo;o~).
(B) Symétrie

Ul(abed;ef) = Ul(bade;ef) = Uledabsef) = U(dcbasef) = Ul(achd; fe)

_ e+foa—d [(2e+1)(2f+1) .
= (—1)ctf-a-d \/(2(1+ D @dT D) Ul(ebef;ad). (3B-38)

(C) Orthogonalité

Z U(abed;ef)U(abed; gf) = ey (3B-39)
!

(D) Régles de somme

2b+ 1
; ’/—2c+ o Uladdas be) = 1 (3B-40)

3 (1o \/ o +Qf)+(211 35 Uladads o) = b (3B-41)

i (=1)t1H9 U(abed; ef) Uladeb; gf) = (1)t U(abde; eg) (3B-42)
f
Ulabed;ef) Ulafgh;cj) = Z U(dbhj; fk) U(dehg; ck) U(abgk;ej). (3B-43)
k
(E) Valeurs particuliéres
U(Obed; ef) = dpe Oc s (Jb—c|<d<b+c) (3B-44)

2f +1

m(*l)a+cff5ab55d (la—c|< f<a+e).

Ul(abed; 0f) = \/
(3B-45)
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Coefficients 6-j
(A) Définition

Ces coeflicients 6-j sont définis par :

{Z ; ff} = (~1)"F T (abed; ef). (8B-46)

Les inégalités triangulaires qui doivent étre satisfaites pourront étre schématisées

B R (R0 RO B

(B) Expression en fonction des coefficients de Clebsch-Gordan
Les relations que nous avons obtenues avec les coefficients de Racah s’écrivent

alors :

> Gama dome | Gabmab) (Jabmab jeme | Gm)

Jab Mab

X (_1)ja+jb+jc+j \/(2jab ¥ 1)(2jbc i 1) {]‘a ‘7{7 ]‘ab} _
Je J Jbe

Z <ja Ma Joe Mbe | ]m> <]b My Je Me | Jbe mb6> (3B‘47)

Mpe

> Ga0550 | Jab0) (ap 0 jcO | 50)

jab

X (_1)ja+jb+jc+j \/(2jab ¥ 1)(2jbc i 1) {]‘a ‘7{7 ]‘ab} _
Je J Jbe

<.ja0jbc0 | JO> <jb0jco | jbc 0> (BB'48)

(jab Mab Jemne | Gm) (—=1)Jati4detd /(25,01 1)(2jpe + 1) {; ];’ ;f;‘b} -
C C

Z <ja me jb my | jab mab> <.7b my jc me | jbc mbc>

Ma Mp Mpe

X <ja Ma Jbe Mbe | ]m> (3B—49)

(,1)ja+jb+jc+j \/(2jab + 1)(2jbc I 1) {]-a ]{) ]-ab} _
Je ] Jbe

Z Z <.jab Map Je Me | ]m> <ja Mg Jb Mp | Jab mab>

Ma Mp Me Map Mpe

X <]b mp Je Me | Jbe mbc><ja Ma Jbe Mpe | ]m> (3B‘50)
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Z <.7b mp Je Me | Jbe mbc> <ja Mq Jbe Mpe | jm>

Jbe Mbe

% (_l)ja+jh+jc+j \/(2jab ¥ 1)(2jbc ¥ 1) {]‘a .7{7 ]‘ab} _
Je J Jbe

Z <ja Mg Jb M | Jab mab> <jab Map Je Me | ]m> (3B—51)

Mab

> (050 | joc0) (Ga 0 G0 | 50)

Jbe

X (_1)ja+jb+jc+j \/(2jab ¥ 1)(2jbc ¥ 1) {]‘a ]f) ]‘ab} _
Je J Jbe

<jab0 jco | .70> <ja0jb0 | jab 0> (BB'52)

(o ma joc moe | jm) (=172 \/(Zjab + 1) (2oe +1) {‘7.“ T J.“”} _
Je J Jbe
Z <.]b my jc me | jbc mbc> <]a meg jb my | jab mab><jab Mab jc Me | jm>

mp Me Mab

(3B-53)

(C) Symétries

Le symbole 6-j est invariant lorsque

(i) on permute ses colonnes ;

(ii) on échange deux éléments de la premiere ligne avec les éléments qui leur
correspondent dans la deuxieme ligne.

(D) Valeurs particuliéres

abl acf
def dbo
_ (_1)a+c+f 5ab 6dc

(2a4+1)(2¢+1)

(Ja—c|<f<a+c). (3B-54)
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B.2. Couplage de 4 moments angulaires

Transformation unitaire
(A) Expression en fonction des coefficients de Clebsch-Gordan

Reprenons la définition du coefficient de recouplage (3-57a) :

| « (jajc)jac (jbjd)jbd ,]m> =
> ((Jadv) Jab (Geja) Jea ;5 | (Gade) Jac (Goia) Joa i5)
jab jcd
X | « (jajb)jab (jcjd)jcd ;]m> (3B'55)
Dans les deux membres de la relation ci-dessus, on exprime I’ état propre de J? et
J, comme une combinaison linéaire des vecteurs propres des opérateurs J? et J;, :

| a(jajc) Jac (]b]d) Jbd ;]m> =
Z <(jajb) Jab (]c]d) Jed 5] | (jajc) Jac (]b]d) Jbd 7]>
Jab Jed

X Z Z (Ja™Ma jb ™Mb | JabMab) (Je Me JaMd | Jed Mea)

Ma Mp M Mg Mab Med

X <jabmabjcdmcd | ]m> | jama> | jbmb> | jcmc> | jdmd>

= Z Z <ja majc me | jac mac> <.7b mbjd maq | jbd mbd>
Mg Mp Mc Mg Mac Mbd
X <jacmacjbdmbd | ]m> | jama> | jbmb> | jcmc> | jdmd>. (3B—56)

En multipliant par (jom, | (jemy | (jeml | (jam) | les deux membres de
cette derniere relation, on obtient :

S0 > ((Gade) dab (Geda) Jea i3 | (Gade) dac (oda) dva i 5)
Jab Jed ™ab Med
X (Ja Ma Jo M | Jab Mab) (Je Me Jama | Jed Med) (Jab Mab Jed Mea | M) =

> (Gamademe | acmac) (Goms jama | o mba)Gac Mac Joa mba | 5m).
Mac Mbd

(3B-57)
En multipliant cette égalité par (jo, mq jo mp | jab Map) €t en sommant sur m, et
mp, O trouve :
> ((Gadv) dab (Geda) dea 13 | (ade) Jac (Joda) doa 3
Jed Med
X <.7c M jad M4 | Jed mcd> <jab Mab Jed Med | ]m> =

Z <.ja Mg Jb Mp | Jab mab> <ja Mg Je Me | Jac mac>

Ma Mp Mac Mpbd

X (Jomp Jamd | Jod Med) (Jac Mac Jod Mbd | jm). (3B-58)
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Par un calcul analogue, on obtient :

((Gadv) Jab (Geda) Jea 55 | (Jade) Jac (vda) Jod 33 ) (Gab Mab jeda Mea | jm) =
Z Z (Jama jb M | JabMab) (Je Me jama | jed Mea)

Maq Mp Me Mg Mae Mpd

X <ja Mg Je Me | jacmac><jb mp jq M4 | Jbd mbd> <jac Mac Jbd Mbd | ]m>
(3B-59)

Finalement, en multipliant cette égalité par (jup Mab jed Mea | J M) et en sommant
sur mep €t meg, on trouve :
((Jagv) Jab (Geja) Jed 55 | (Jade) Jac (Joja) od 55) =
Z Z (Jama jomb | Jab Mab) (Je Me jama | Jeda Mea)

Mo My Me Md Mac Mbd Mab Med
X {Ja Ma jeMe | Jac Mac) (JbMb Jama | Joa Med)
X <jab Map jcd Med | .7 m> <jac Mac jbd Myd | .7 m> (3B_60)

Cette égalité peut aussi s’écrire en sommant sur tous les indices magnétiques :
((Jadv) Jab (Jeda) Jea 33 | (Gade) Jac (Gbja) oa s 5) =

1 . . .
251 Z Z (Ja Ma Jo b | Jab Mab)

Mg Mp Me Md Mae Mpd Mab Med M

X <]c Me Jd M4 | jcdmcd><ja Mg Je Me | Jac mac> <.7b mp ja M4 | Jbd mbd>
X (Jab Mab Jed Med | §M) (Gac Mac Jod Mba | Jm). (3B-61)

Si on multiplie la relation (3B-59) par (jac M. jod My | Jm), et si on somme sur
J et m, en utilisant (3A-26a), on obtient

Z (Jab Mab Jea Med | JM) (Jac Mac JoaMpa | jm)
Jjm

X ( (Jagv) Jab (Jeda) Jea 55 | (Jade) Jac (Gvja) Jva 35 ) =

Z (Ja Ma Jo M | Jab Mab) (Je Me JaMd | Jed Med)
Mg Mp Me Mg
X (Ja Ma JeMe | Jac Mac) (Jb ™Mb Ja Md | Jod Mbd)- (3B-62)

(B) Relations d’orthogonalité

Par définition, nous avons :

<(.jajb) Jab (]c]d) Jed 55 | (jajb)jzllb (]c]d) Jéd 7]m> =
<(jajb) Jab (]c]d) Jed 3] | (jajb)j:lb (]c]d) J(I:d u7> = 5j/ab Jab 5j;djcd' (3B_63)
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Si on injecte la relation de fermeture (3-55) :

> | @(ade) dac Gvda) foa 55m) (& (Gade) Jac (joja) joa;im | = 1
Jac Jbd M
(3B-64)
on a la relation d’orthogonalité :

> Gad) ab (Geda) dea ;3 | (Gade) Jac (Goda) oa 55)

Jac Jbd

X ((Jaje) Jac (oda) dva 35 | (Jadv) Jap (Geda) Jea 35) = 05,4, Ot 4., (3B-65)
(C) Régle de somme
On utilise la relation de fermeture (3B-64) :
((Jaje) Jab (Geda) Jed 57 | (Jadd) Jad (Jje) Joe 35) =

> ((Jade) Jab (Geda) Jea ;3 | (Gade) Jac (oja) doa ;5)
Jac Jbd
X ((Jaje) Jac (Jvja) jva 35 | (Gada) Jad (Gbje) Jbe ;7). (3B-66)

(D) Contraction

Nous partons de 1’égalité (3B-61) et plus particulierement du membre de droite.
En utilisant (3B-2), on a :

Z (Jab Mab Jea Med | 7MY (Jac Mac Jod Mpa | jm) =
m

/ 2j+1 (_l)jachjderjab*jcd (_l)jab*mab
2jcd +1

X Z <jab —Map J M | Jed mcd> <jbd Mpd Jac Mac | ]m>

m

2741 . o L. . . . .. ..
=1/ ryd 1 (—1)Jactivatiar=Jea E ((ab god) 3" GaciJed | Jab (God Jac) 33 Jed )
Ci 7
J

X Z (=1)Fer=mab (G —1ap Goa Mpa | 57 m") (G0 Jae Mac | Fed Med)-

m’’

D’apres (3B-4), on a :

> (=1 oy —mab Joama | 57 m”)

Map Mp Mpd

X (Ja Ma Jbo ™Mb | JabMab) {Jb ™Mb Jama | Jod Mba) =

2jap + 1 o . . RN .
\/ ﬁ (=1)Jee =™ ( (Goy 3b) Ga dasd” | Gab (Goja) dea; ")
a

X <ja —Mg Jd Md | j// m/,>
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puis en utilisant (3B-5b) :
Z <]c mcjd mgq | jcdmcd> <ja majc me | jac mac>(*]-)7mu

m’ Mg Me Mg Mae Meg

X <ja —Mg jd M4 | j” m”> <j” m”jac Meace | Jed mcd> =

S 27" +1 N N .
(—1)etietiaiea 20 1 > " da) Jadesdea | 3" (ade) Jac s dea)
Med
29" 4+1 . N e N .
2 (2jca +1)( (5" Ja) Jade;dea | 3" (Ja Je) Jac Jed)-

— (_1)ja+jc+jd_jcd
2jq+1

Finalement, on trouve :

((Jagv) Jab (Jeja) Jea 53 | (Jade) Jac (Gvja) joa 35) =

(2jcd + 1) (2jab + 1)
(25 +1) (2ja + 1) (2ja + 1)

(,1)ja+jb+jab (71)jc+jd+jcd (71)jac+jbd+jab+jcd \/

X Z \% 2j” +1 <(jabjbd) j” jac ;jcd | jab (jbdjac) ] ;jcd>
j/l

-1/

X ((Jab Jv) JajaiJ" | Jav (Godga) geas ") (5" Ja) jajesea | 3" (Ja Je) Jac Jed)-
(3B-67)

(E) Relations de symétrie

((Jagv) Jab (Geja) Jea 35 | (Jade) Jac (Joja) Jva 55) =
<(jajc) jac (]b]d) jbd ;j | (jajb)jab (]c]d) jcd 7.7> (3B'68)
D’apres les relations de symétrie des C.G, on a aussi :
((Jadv) Jab (Jedd) Jed 53 | (Jade) Jac (Gvia) Jod 55 ) =
(71)jab+jcd_j (71)ja+jc_jac (71)jb+jd—jbd
(Jeda) Jea (Jadv) Jab 55 | (Geda) Jac (Gags) v 37)

X
(, 1 )ja +ib+ictia (7 1)jab +jeatJactivati

X ((Jeja) Jea (Jajv) Jab 35 | (Geda) Jac (Gajv) Joa 5 7)- (3B-69)
(F) Valeurs particuliéres
Nous partons de 1’égalité (3B-60). Lorsque un des moments angulaires est nul, on
a les relations :
<(Ojb)jab (]c]d) Jed 3] | (OJC) Jac (]b]d) Jbd 7.7> =
(= 1)t =d (=10 GGy O o (G Ga) Goade; 3| o (Jade) Jeasd )
(3B-70)
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((Ja0) Jab (Jeja) Jed 55 | (Jade) Jac (0ja) Joa ;5 ) =
<(.7a.7 )]ac (O]d)]d ] | (]a )jab (jcjd)jbd ;.7)
6 Jab Ja 6jbd Jd <(.7a ]c) Jacjds ] | Ja (]c]d) Jed ;]> (3B‘71)

Lorsque les moments cinétiques intermédiaire ou total sont nuls, on a des relations
supplémentaires :

<(jajb)0 (]c]d) jcd ;j | (jajc)jac ( )]bd ,.7>
<(.jajc) Jac (]b]d) Jbd 3 J | (jajb) 0 ( ja) Jed ; ]>
2jad +1

N ST PR S —1)Je—Jatiad—Jac
JJed VIbJa “Ibd Jad ( ) \/(Qja“‘l) (de—l-l)

X ((Je Ja) Jac Jad s Jed | Je (Je Jaa) Ja i Jed) (3B-72)

((Jav) Jab (Jejd) Jed ;0 | (Jade) Jac (Gvja) Joa 50) =

5 6 L
Jed Jab Y Jbd Jac (Q]ab + 1) (2jac 4 1)
X Z (—1)Jermmmar (—1)Jee™ae (§omg ji My | fab Mab)
Mg Mp Me Mg Magp Mac

X <]c Me jd Md | Jab *mab><ja Mg Je Me | Jac maC> <]b mp jq mMd | Jac *mac>'

D’apres (3B-2) :

Z (=1)Pe2 = (o m jomp | Jab Mab) (e Me jama | jab —mab) =

Map

2jab + 1 (_1)jab+jc+7”d
2jq+1

XY (Gemejama | Goe o) (e Mige Joms | ja —ma)
ja(‘mfu‘
X <(.7c]a) j(/lcjb;jd | jc (jajb) jab;jd>
/2jab+ ( )Jab Ja+Ib (_l)jb"l'jd_jac
1dac=mae
Y % ((JeJa) Jacdvsda | Je(Ja i) Jabijd)
2j4+1

X <ja Mg Je Me | j(/;c mﬁw> <.7b mp Jd My | j(/w 7m/ac>
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d’apres (3A-26b) :
Z <ja Mg Je Me | j(/zc mizc) <ja Mg Je Me | Jac maC>
Mag Mp Me Mg
X (Jbmp Jama | Joe —Mge) (oMb jaMd | Jac —Mac) = 051 jueOm? ma.

ce qui donne finalement :

((Jadv) Jab (Jega) Jea 50 | (Jade) Jac (bja) Jea ;0) =
0jos jur Ojoa jue (—1)700 90700 (—1)0H9a7Tee (G0 30) Gac o3 Ja | Je (Ja Jb) Jab s Ja)-

(3B-73)
Coefficients 9-j
(A) Définition
Ils sont définis a partir des coefficients de recouplage par :
((Jadv) Jab (Jeda) Jea ;3 | (Jade) Jac (Gbia) Jba 55) =
ja jb jab
V2jab + 1) (2Jed +1) (2ac +1) 2jpa +1) { Je Ja jea p - (3B-74)
jac jbd .7

(B) Relations de symétrie

Le coefficient 9-j est invariant lorsqu’on échange les lignes et les colonnes (symétrie
par rapport & une diagonale) ou lorsqu’on effectue une permutation circulaire des
lignes ou des colonnes. Ce coefficient est multiplié par (—1)® ot s = j, + jp +
Jab + Je + Ja + Jed + Jae + jva + j lorsqu’on permute deux lignes ou deux colonnes.

(C) Relation d’orthogonalité

ja jb jab ja jb jab
> 2ar +1) (Zjea+1) { de Ja Gea ¢ { e Ja Jea ¢ =
jabjcd jac jbd j jtlzc jl’)d j
(2Jac +1) (2ba + 1)

;.
Yo Jac

(D) Reégle de somme

abc aej abc
> (=1 (25 41) (2k4+1) Sed fp qdbky = Sde fp- (3B-76)
ik 7k ghat g hi
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(E) Contraction de coefficients de Racah

abc
{d e f} = Z (2k + 1) W (aidh; kg) W (bfhd; ke) W (aibf; kc) (3B-77)
ghi k

ghi

c

abc
> (2c+ 1) W(aibf; ke) {d e f} = W(aidh; kg) W (bfhd;ke)  (3B-78)

abc
Z (2¢+1) (2e+1) W (aibf; kc) W (bfhd; ke) {d e f} = W(aidh;kg) (3B-79)
ghi

ce

abc
W (ghjk;il) {d e f} = Z (2s +1) (2t 4+ 1) W(cfjk;is)
ghl st

abc
x W (desk; ft) W (belk; ht) {d t s} - (3B-80)
glj

(F) Valeur particuliére

abc __1\¢ctg—a—e
de fy = Ocs Ogn (Z1) W (abde; cg). (3B-81)
gh0 (2¢+1)(2g+1)
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Opérateur tensoriel irréductible

Nous avons introduit dans le chapitre 1 la notion d’opérateur tensoriel irréduc-
tible. Ici, nous allons établir certaines propriétés de ces opérateurs qui sont tres
utiles en particulier dans le calcul de certaines grandeurs physiques dans différents
probléemes de mécanique quantique.

1. Opérateurs vectoriels

Nous avons vu dans le chapitre 1 comment se transforment les composantes d’un
opérateur vectoriel. Dans ce chapitre nous allons voir comment ces lois de trans-
formation peuvent se traduire par des relations de commutation avec I'opérateur
moment cinétique J.
Considérons une rotation infinitésimale dvy autour de ’axe Oz. Par définition,
nous avons : ‘ ‘
Uy — RyVu Ry = efd17: Y e #d7 s (4-1)

Un développement au premier ordre donne :

RV, Ry = (1 + Lay JZ) v, (1 Ly JZ)

h h
. i R
=Vx+ﬁdv [z V] (4-2)
Mais par définition . A
Vo = V-.n (4-3)

avec ny = 1, n, = n, = 0. La loi de transformation des observables vectorielles
s’écrit aussi (1-55) :

V, - V.n'
avec (1B-15a) :
n, 1 dyo0
n;/ =|-dy 10 (4-4)
n’, 0 01
ce qui donne : . R .
Vo = Vo —dvV, (4-5)
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En égalant les relations (4-2) et (4-5), on a :

[J.,V,] = ihV,. (4-6)
Dans la méme rotation, nous aurons :
Rp Vy RPT = Vy + %d'Y [z, Vy] (4-7)
et
Nl 1 dvyo 0
ny | = [-dy 10 1 (4-8)
n’, 0 01 0
ce qui donne : . R .
Vy = Vy +dvyV, (4-9)
et qui conduit a la relation de commutation :
[J.,V,] = —ihV,. (4-10)

Enfin, on peut montrer de la méme fagon que 'on a aussi :
[J.,V.] = 0. (4-11)

On peut généraliser les relations précédentes en considérant une rotation infinité-
simale dy autour de I’axe quelconque u. On a alors ((1B-15a) et (1-13)) :

nl, 1 uydy —uydy Ny
n;, = | —u.dy 1 ugdry Ny (4-12)
o uydy —ugpdy 1 n,

et :
Ven' =V, [ng +dy(usny —uyn:)|
+‘é} [ny + d’}/ (u;cnz - uznx)]
+V [+ dy (uyng — ugny) ] (4-13)

ou encore sous forme vectorielle :

V.n— V-n+dyV:-(nAu). (4-14)

D’autre part :

R,V nRJz(l—l—%va u)Vn(l—%d'yJ u)
:V~n+%dfy[(.]~u),(\7~n)] . (4-15)
Des relations (4-14) et (4-15), on déduit :
[(J-u),(V-n)] =iV (uAn) . (4-16)

En particulier, si dans cette derniere relation on remplace V par J, on retrouve
les relations de commutation caractéristiques du moment cinétique.
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2. Définition de Racah des opérateurs tensoriels
irréductibles

Par définition, nous avons :

Tl — RyTL R, =37 (Im! |Ry | im) Th, (4-17)

m P-m

m/’

Considérons une rotation infinitésimale dy autour de I'axe Oz. L’opérateur quan-
tique s’éerit R, = 1+ (i/h)dy J, et le membre de gauche de la relation (4-17)
devient :

BpTh By' = Thyt 3y [1Th) (4-18)

Le membre de droite s’écrit :

1
Z (Im' |1+ =dyJ, | Im) T}, = T, +imdy T,

- h
m
d’ott :
[J.,TL] = mhT, . (4-19)

Considérons maintenant deux rotations infinitésimales d-y autour de I'axe Oz d’une
part et autour de 'axe Oy d’autre part. On aura respectivement les relations :

Thyt 54y [ T =Ty, + £dy Y (Im' | e | Um) T3,

{ {
T'rln_‘_ﬁd’y [J’y’T'rln] :Trln +ﬁd7 Z <lm/ |Jy| Zm>Trln’

c’est-a-dire :

(Jo, T = (Im! | | Lm) T,

’

[Ty, TH1 =" (m! | Jy | Im) T}, . (4-20)
En posant :
Jp=J,+iJy
J_=Jpy—iJy (4-21)
on a :

[0, T = 30 (! |4 | Im) T},

m/’

T = (ol [T Im) T (4-22)

m/’
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Les opérateurs J; et J_ vérifient de plus les relations :

Jp | im)=h/Il+1)—m(m+1) | Im+1)
J_oim)=n/ll+1)—m(m—1) | Im—1) (4-23)

ce qui entraine finalement :

[J-‘r’Trln]:h\/l(l+1)_m(m+1)Ter+1
[J_, T ]=a/Il+1)—mm-1)T., |, . (4-24)

Remarque. L’égalité (4-20) s’écrit encore :

[Je, T 1= (Im/ | Jo | Im) T},

m/

1
=3 2 (' (et I ) Ty

¢H+1 m(m+1) T+ /Il +1) —m(m —1) T}, ;)
(4-25a)
[JyaTrln] Z lm |J |lm> m/

1
:2—2 (Im/ [(Jy = J_) | Im) T,

m/’

:%(\/1(”1) m(m+1) T, — VIl +1)—m(m—1) T, _ 1)
(4-25D)

Si on considere maintenant la rotation autour de I'axe Ox uniquement, la relation
(1C-67a) permet d’écrire :

, idy
Ty gy [ Ty ) = ()2 30 € 000 (14 S0, | 1)
m’
= ()Y {*"" T, + Il ) (tm" | (Jy = J=) | lm) T}, }
2h — TYL
— oim(2m+2)) |:Trln Zd’Y (\/ll+1 m+1) Tvi”ﬂrl
+ VIT+ 1) —m(m —1)T£1 )]
—Tl+—(\/ll+1 m(m+1) Ty + VI +1) —m(m —1) T}, 1)
(4-26)

on retrouve bien la relation (4-25a).
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3. Théoreme de Wigner-Eckart

Considérons 'action d’un operateur tensoriel irréductible T# de composantes T’“
sur un état propre de J? et J,

T | ajm) = z:zp*z%pT;z:z;ﬁp | ajm)
= R, (RyTFR, )Ry | ajm)
= Ry Sy D (P37 DY) (Psy) TH | ajm)
= R Yo ook G| ) (kqim | " m")
xDY) (Pivi) TH | ajm!’)
= Ry Y b aim | 57 m")y DI (i) [TE® | g )

(4-27)
Pavant derniere ligne étant obtenue en utilisant la relation (3-30) et en définissant
dans la derniere ligne :

(T*@ | aj)lhy) = D (ke jm’ | "m) Tf | ajm’). (4-282)
m/ ql
On peut poser aussi :

71

[TF® | aj)l,) =] o m') (4-28D)
ce qui entraine :
B [T @ ag) ) = Ry | oy m')
=3, DY) (P ,m | " m" )
= Yo Do (Pi) [ TF@ | ) Vo)

relation obtenue a laide de (1C-52). L’égalité (4-27) devient alors :
TF [ajm)=" Y (kgjm|j"m")

1"

X Do (Pi%) Dt b (Pi) [T | @) o).
La sommation sur m/ et la relation (1C-53) conduisent a ’expression cherchée :
Ty lajm) = Y (kqjm | j"m") | [T*®| aj) ). (4-29)
j// 77L/l

On peut alors calculer I’élément de matrice :

(i [T ajm)= 3 (kagm | 7/ m") (o/3'm | [T5@ ] aj)]i)
j”'fﬂ”
=(kgjm | jm) (/§'m/ | [TF® | aj)]l,)
=(kqjm | j7m'y A, j' k,a, j,m'). (4-30)
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Nous allons montrer que la fonction A(o/,j’, k, «,j,m’) est indépendante de m’.
Nous supposons que m’ < j et calculons A(¢/, j', k, o, j,m' + 1) :

Al f ko, jym! +1) = (a/f'm' +1 [ [T'® | aj) )i, ). (4-31)

Mais on a :

Jo | oj'm') = BTG+ 1) — i +1) | o/f'm’ +1)
I [ [T e ai)i,) = /TG +D —mm+1) | [Th s a’j>m(+1> |
4-32a

et :

(o/f'm' | Jo = n/j' ()" +1) —m'(m’ + 1) (a'j'm’ +1 | (4-32b)
d’otut :
(o/f'm! [ J_Jy [ [T*® | aj)]),) =
R (5 + 1) —m/(m' +1)) A, §' kye, j,m’ +1). (4-33)
Mais d’apres (3-7), on a aussi :
(o/f'm! [ J_Jy [ [T*® | aj)]),) =
B2 (55 + 1) —m/(m' +1)) A, §' ko, j,m/).  (4-34)
L’égalité entre (4-33) et (4-34) donne donc :
A(al7jlﬂ k? a?j’ ml J’» 1) = A(al’jl7 k? @ ’j? ml)' (4_35)
Lorsque m’ = j, on peut calculer A(«/, 5, k', v, j,m’ — 1) et montrer que
A(al7jlﬂkl’a’j7ml - 1) = A(al’jl7 kl7a7j’ml)
ce qui entraine :
m’—1
(o/f'm' | [T*@ | aj)]],)
(o [[T'@ ] aj)]j).  (4-36a)

(af'm +1 [ TF@ | aj)]l, )= (dfm —1|[T'®| aj) ]l )

Finalement, en définissant 1’élément de matrice réduit par :
(o || T | aj) = (f" [ [T*@ ] aj)]j") (4-36b)
le théoreme de Wigner-Eckart s’écrit :
(f'm" | Ty | ajm) = (kgjm | j'm') (/§" || T || aj). (4-37)

L’élément de matrice réduit a la propriété intéressante d’étre indépendant des
indices magnétiques et par conséquent sa valeur numérique est indépendante du
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. Opérateur tensoriel irréductible 159

systeme d’axes. Elle ne dépend que de la nature intrinseque des fonctions d’onde
et de I'opérateur tensoriel irréductible.

Cette relation (4-37) peut étre déduite directement en utilisant 'invariance de
I’amplitude de probabilité dans une rotation quelconque :

(/j'm’ | qu | ajm)=(a'j'm |RPTRqukRpTZ:2p | ajm)
i’ * k j g L
= > DY) (i) DY (Piy) DY (Piv) (o' | TE | ajm). (4-38)

m'gm

On peut alors utiliser la propriété (3-30) que nous écrivons ici :

(kgjm | ' m") (kqjm | j"m") DY) (Piy;). (4-39)

Intégrons sur dv; les deux membres de (4-38). En utilisant (3-48) et (1C-57), on
trouve :

(of'm/ | TF | ajm) = (kqjm | j'm')

1

- = o —/ !l — _k c— _

m'gm

Le terme entre crochet ne dépend que de o’ 7 k, o’ 7. On retrouve le résultat donné

par (4-37).

Ezemples. Dans les exemples que nous choisirons pour illustrer le théoreme de
Wigner-Eckart, nous poserons pour simplifier i = 1.

Ezemple 1. L’opérateur vectoriel J a la troisieme composante cartésienne .J,
confondue avec la composante standard Jy. En conséquence, on a :

(J'm [ Jo | jm) = mbjj Gmm
(ogm | j'm") (5" 1 I ).

En général le coefficient de Clebsch-Gordan n’est pas nul si j et j' sont différents.
II faut donc que ’élément de matrice réduit soit proportionnel a d; ;7. La valeur
particuliere du C.G

(L0jm [ jm) = NTED)) (4-41)

conduit finalement & :

(§" [T aj) = =05 bara Vi(G+1). (4-42)
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160 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

Cas particuliers :

(12 |8 1/2) = —/3/4 (4-43a)
(172 |||l 1/2)=-V3 (4-43b)
(L[S 1)=-v2 (4-43c)

la relation (4-43b) étant obtenue en utilisant & = 2S pour une particule de spin
s=1/2.

Ezxemple 2. On se propose de donner ’élément de matrice réduit de trois harmo-
niques sphériques de mémes arguments. Par définition, nous avons :
(m | YE | m) = [ V0.0 YR .0) Y0 0) sinddody
= (kqlm | U'm/) (1" || Y* || 1)

(2k+1)(20 + 1)

Ar (2l +1) (kOLO [ 10)

= (kqlm | 1'm)

ol nous avons utilisé (3-31). L’élément de matrice réduit est donc donné par :

2k +1)(20+1)

’ k o
D R T

(k010 | 1"0). (4-44)

Exemple 3 : Opérateur identité. 1’élément de matrice réduit a une expression
particulierement simple :

<O/j/m/ | 1 | ajm> = o o 5]’]’/ Omm/
=(00jm | j'm/) (' j" [| 1] & j)

ce qui entraine :
(/5 11 e j) = daar djj- (4-45)

4. Opérateur adjoint de Tk

Par définition des composantes d'un opérateur tensoriel irréductible, on a (1-60a) :

k

N ~ t ’

R,TFR, = Y- DTl (4-46)
=k

En prenant I’équation adjointe et utilisant la propriété :

(ABC) = ¢1B1Al
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. Opérateur tensoriel irréductible 161

il vient :
~ t k k * 1T
R, TF' R, =Yk DU (Piy) T')

k _q (k 1t
= Yo (~1)T DY) (Pi) TS

la derniere égalité étant obtenue & laide de (1C-56).
En multipliant les deux membres par (—1)~7 on obtient :

_ ~t ot
Ry (()0 T Ry = 3 DY), (P (1) T

k
R (-0 ) By = 3 DB Py (-1 TR, (4-47a)

(71)2k+2q — 71)2k+2q' -1

—
\
—
—
o
=)
|

By ((-)701h, ) B = 3 D P (o kT (am)

On peut alors définir 'opérateur adjoint de T* par T* tout opérateur dont les
composantes sont de la forme :

TF = (k) (-1 T4 (4-48)

avec e = +1 et p(k) étant une phase quelconque dépendant de k. Ces composantes
se transforment alors suivant la loi :

k

Ao~ k =

R, TFR, = S D0 (Piy)T)F (4-49)
q'=—k

Par convention, nous définirons T* par :

Th = (—phta ko (4-50)
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162 Rotations et moments angulaires en mécanique quantique

Cet opérateur obéit au théoreme de Wigner-Eckart et I’élément de matrice réduit
s’exprime en fonction de celui de TF :

,1)k+q <O/j/m’ |Tlch | ozym)
*1)k+q<ajm |T_kq| Oz/j/m’>*

(
(

= (=) k=g j'm' | jm){aj || T* || 'j')"
(

2j+1
2j' + 1
= (kgjm | j'm/)(/j" || T" || aj) (4-51)

x (=1t (aj || T" || o'j")

ce qui donne la relation suivante :

g Ak , i [29+1, : g
(of" | T || aj) = (1) 2 r1ed |l T || oj") - (452)
Ezemple. La définition (4-50) entraine :
VW.9) = COMYTW,0) = CDFY0,e) (4-53)

D’apres (4-44) et (4-53) :

2k +1)(20+1)

W 1 D) (koto |10y . (4-54)

(YR = (-0

En utilisant (3A-25) et (3A-30), on trouve que ce résultat est en accord avec (4-52)

puisque
/ [21" +1 /
= (=1)F
(k010 | 1 0) (-1) ST (k01 0] 10)

et k+1—1 est pair.

5. Produit tensoriel d’opérateurs tensoriels
irréductibles

5.1. Définition

De méme que I'on peut coupler a un moment angulaire total donné deux kets por-
tant chacun un moment angulaire bien défini, on peut coupler les opérateurs ten-
soriels irréductibles T#t et U*» pour donner Popérateur tensoriel irréductible V* :

Vk = [Th U] (4-55)
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dont les composantes sont données par :

VE=S" makaq | ko) TR U (4-56)

qt qu

Les opérateurs T** et U+ peuvent agir dans le méme espace ou dans deux es-
paces différents. La loi de transformation de V¥ est uniquement donnée par les
coefficients de Clebsch-Gordan.

Ezxzemple 1 : Opérateur scalaire. Lorsque k; = k,, on peut construire I'opérateur
d’ordre O :

Ve =Y (kegikuqu | 00) Tyt UM
qt qu
k— kyrk
1TFUE,

1
= Oky b, 6ktk\/ﬁ Z (1)
q

ou finalement :

& k10 1 _\k—q ok 77k
[T ®U}0_ 2k+1;( 1) TqU*q
1
q

On définit le produit scalaire de deux opérateurs par :

T U =Y () Ty Uk, =Y (-0 Tk, Uk (4-58)
q q
ce qui donne :
T U* = (—1)* V2k+ 1 [TFo U], . (4-59)

Lorsque £ = 1, ce produit scalaire correspond au produit scalaire habituel de
2 opérateurs vectoriels :

T . U' =TU) — (T} UL, + T, U}
=T,U, +T,U, + T.U.. (4-60)

La construction de tels opérateurs est tres importante en mécanique quantique car
tout opérateur scalaire est invariant par rotation :

Rp VOO RpJr = VOO (4-61)

ce qui entraine :

]%p VOO = VOO Rp- (4-62)

En considérant une rotation infinitésimale d’un angle dv autour d’un axe quel-
conque, on voit qu’une observable scalaire (ou un opérateur tensoriel d’ordre 0)
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possede la propriété de commuter avec n’importe laquelle des composantes du
moment cinétique :

(1+%dw.u) VO = W0 <1+%d'yJ~u>
d'ott -

July =1VJ-u . (4-63)

En particulier 'invariance de 'hamiltonien du systeme garantit que les équations
du mouvement sont invariantes par rotation.

Ezemple 2 : Harmoniques sphériques de mémes arguments. Si on couple deux
harmoniques sphériques de mémes arguments Yy (9, ¢) et Yi (¢, ) & un moment
angulaire k et sa projection ¢, on s’attend a trouver une fonction proportionnelle
a Y(V,p). Dapres la définition (4-56) et les propriétés (3-31) et (3-20), on a :

[Yie(6,9) @ V(0,9 ] = \/ e 60 0 1 k0) Y (0.)

(4-64)

5.2. Elément de matrice réduit
Connaissant les éléments de matrice réduits des opérateurs T* et Uk, on peut

calculer ceux de V¥, Il faut cependant distinguer deux cas selon que les opérateurs
agissent dans le méme espace de Hilbert ou non.

Les opérateurs agissent dans le méme espace

On est amené dans ce cas a calculer une expression du type :

<a"j"m” | [Tk’t ®Uk§u}’; |ajm>:

Z (ke @ kugqu | kq) (o §"m" | TS U | o jm) . (4-65)

gt qu

On injecte la relation de fermeture (3-13) :

S e =1 (4:66)

a’ j'm’
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d’ou :
k .
(o/'j”m | [Tkt@Uku}q |a]m>zz Z <thtkuQu | k;q>
qt Gu o' j'm’

><<a// 1/ // | Té? | a’j’m’)(o/j’m’ | Uéc: | ajm)
SN earkugu | kg) (Braed’m' | 5" m") (kuguim | §'m')
Gt qu o’ j'm/
x (" || TR /G (/g [ TR | )
=Y (kqim | §"m") ((keku) kj:" | ke (kud) 535"
alj/

x (a”j" || T || o/ §") (o/5" || U || o j) (4-67)

Q

ou nous avons utilisé la relation (3B-4).
On en déduit donc :

k .
(a”j”m | [Tklt@Uk}u}q |ajm>:
(kgjm | j"m") (a”j" || [T @ U™ ] || aj) (4-68)

avec :

(" || [T UM " || ag) =Y ((keku) ki;5" | ke (kud) 555")

Dtlj/

x (a”j" || T || o' j") (o'f" || UP || aj) (4-69a)

ou encore :

(o || [TH @ Uk 1" || a j) =Y VE+1) (25 +1) W(kikuj” jskj")

Dtlj/

< (5" || T[] o' ") {a/j" || US|l @) (4-69D)

(o " || [T @ U™ 1" | aj) =
Y Ulkeka " jikg)(a”3" || T || o/ ') {a/f" || UM || aj) (4-69¢)

D/j/

) k .
(" || [T @ U ]" || aj) =

JJti
a’j

< (" || TR | ol g") (/g [ UM [ ag) . (4-69d)
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Ezemple : Produit de deux harmoniques sphériques de mémes arguments. Si on
applique la relation ci-dessus au produit de deux harmoniques sphériques de mémes
arguments, on obtient :

W [ Y (0,0) © Y@, ][] 1) =

STUEEY KLU | K& D)) YR )y ()Y |
ll

_1F+ )RR+ D)(2L+ 1)
 4rm (20" +1)

Z <(k}lk}”) k‘l;l” | k?l (k‘”l) ll;l”>
ll
X (K'01'0 | 1"0) (K" 010 | I'0). (4-70)

Si on applique maintenant la relation (3B-8), on trouve :

(|| [ Y@, 0) ® Yir(9,0) 15 || 1)

_ L \/(2’“’“)(2’“"*”(21+1> (K 0K"0 | k0) (k010 | 1"0). (4-71)

4 (21" +1)

On aurait obtenu ce méme résultat en utilisant la relation (4-64).

Les opérateurs agissent dans des espaces différents

L’élément de matrice que nous avons a calculer s’écrit typiquement :
NEVEN k AN
(ag o, (Jagy)i'm' | [TF@U™ | | aq ap (jajs)jm).

On commence par coupler le produit des deux opérateurs par le ket en une somme
de termes ayant un moment angulaire total donné :

[T’“%@U’ﬂj | ag ap (Jajo)im) =
Z (kqjm | j"m") { [Tk ®Uk"}k | @ (Jadv)J) }Zn (4-72)

3" m”

On sait d’apres le chapitre 3 que le terme entre accolades peut étre couplé diffé-
remment :

71

([T 8 U] | 0w an Gadn) ) o =

> ((Kaga) gt (kogs) 3t 33" | (kaks) k (Jad) 5 55" )

Ja Ip

.11
7]

< {[Te ] auja)]" © (U] ai)] ), (@73

m’’’
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Mais :

-1 -1/ jl/
. . . Ja . J
(ag ay, (Jody)d'm' | { [Tku@ | @4 Ja >] ® [Ukb@ | ay jb >] ! }m,, ) =
80 g0 S D (Ja vy, | 3" m") (G ma gy my | 5T )
m!, my ml my

7 N
Ja

x (ol joml | [Th® | aq ja )] (b gty | [UR e | g )], )

m

-/ /A ! -/ ! -/ /A ! -/ !
= 0y o O mrr O g O g Y (Gl Gymy, | 5 m) (Gl mi gymy, | 5 m')

m/, my
(g g || T || aa jo) (g 55 || U™ || ab jp)
=00 jo Smrmrr S5y, g O gy (@ G | T || aa ja) (a gy || U™ || c jb)
(4-74)

ol nous avons utilisé la relation (4-36b). On en déduit alors 'expression finale :
(ag ah (Jogp)d'm' | [Te@U™] | asay (jajs)jm)=
(kqjm | j'm') (ol af (jogg)d" || [T @ UM |7 || aa ay (o)) (4-75)
avec :
(g ap (Jagg)d" || [T @ U™ 7] aa ay (Jadb) i) =
((kaja) Jo (kojv) g 55" | (kak) K (Gage) 3 35")
x (ag Jo || T || aa ja) (o gy 11U || ap jis) (4-76a)

ou encore :

(afy oy (Gogp)d' |l [TF @ U™ 7 || v a (Jad)i) =

ba Ja 7,
V@i 1) 2+ 1) @k+1) 2 +1) ks b 3
Ky

X (a ju || T || @ ja) (0 5 || U™ || as js) (4-T6b)

(o (hdg)d" || [TF @ U™ 7 || awap (Jads)i) =
Jb kv Jb
V@i 1) @i+ 1) @k +1) 2 +1) (T K
Ja ka Ja
x (ot o || T || ca ja) (g Gy 1| U || o jb).  (4-76c)

Cas particuliers. Cette formule se simplifie lorsque un des deux opérateurs est
I'identité. Par exemple, calculons I’élément de matrice

(ag oy (Jadg)d'm' | Ty | aaan (Gads)jm).
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Comme dans le cas général, on couple en une somme de termes ayant un moment
angulaire total donné :

Ty | aaaw (Jajs)jm) =

Z <ka qajm | j”m”> { Tka | Qg Qp (]a]b)]> }-Zn” : (4'77)

jll mll
On utilise alors la définition des coefficients de recouplage :

.. . 3" . . . .. ..
{T" | aaon (Jade)d) V= ((kaja)de o 53" | ka (Gade) i :3")
7

11 j//
x { [Tka@ | Qg ja >}ja ® | Qp jb >}m” ’ (4_78)

On peut effectuer la suite du calcul comme dans le cas général. On obtient (en
utilisant la relation 4-45) :

(afy oy, (o gn)d'm' | Th | agaw (Jajs)jm) =
(kagajm | 3'm') (ay oy (3odn)d" 1| T || aaaw (Jajs)i) (4-79)

avec

(afy o, (o dn)d" [T || aa o (Jals)d) =

((kaja) o go 33" | Ka (Gags) 333" (o || T || @a ja) Oay a, 0574, (4-80a)

b
(ag oy, (Godg)d" || T || aa o (Galn)i) =

V@i +1) 25+ 1) W(kadad' doided) (3 || T || @4 ja) 6ay o, 6515,
(4-80Db)

(afy o, (o dn)d" [T || cw o (Jal)d) =
Ulkadad' go;ded) (@ dh || T || @a jo) bag o, 01, (4-80c)

(al o, () 1T 1] aw o (o)) =
. o y s/
(i) R @D { e h
Jo 7 )
X <a:z J(lz || T || Qg ja> 5@2 a, 5j;§jb' (4'80d)

L’autre élément de matrice que nous avons a calculer est le suivant :

(ag ap (jagg)d'm' | Ug? | aaay (jajv)jm) =

(kpqujm | i'm'y (o ay (Gnde)d’ || U™ || aw b (Jajs)i). (4-81)
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On utilise alors la relation (3A-23) :

(af ay (Jodp)d'm' | U | aaap (jajs)jm) =
(=17 (1) (o, (G o) 3" m' | U | ey aa (joja)im)
(4-82)

et, a une phase pres, on revient au cas précédent. Finalement on obtient :

(afy oy, (Gadn)d" 11 U™ || aqon (Jan)d) =
(—1)a I =3 (= 1)3at5=3" ( (kyjo) b Ga 55" | ko (bda) 355"
x (ay g || U || ap g ) St o, Oj 5. (4-83a)
(afy o, (o dn)d" 11 U™ || aq o (Jaln)d) =
(1)Y= F000 ( (ko) b Ga 35" | ko (Goda) 5 557)
< (ap gy Il U* || aw ) bar, o, 04, (4-83b)
Lo (30 d) 3 11UR || agan (Jads)j) =
(=135 (24 4+1) (25 +1) Wk i 7 Gas54.)
x (ap gy Il UM || ab ) 6ar o, 6. (4-83c)

a

(afy o, (o dn) " 11 U™ || aq o (Jaln)d) =
(—1)7=7" 436730 U(ky, Gy § G5 0 5)
x (ag gy | U || e jv ) dar o, Oj 4, (4-83d)
(afy oy, (Godn)d" 11 U™ || aq on (Jasn)d) =

L . s
(,1)J+]b+kb+]a \/(2]é+1) (2]+1) {kb ]l; Jb}

Ja JJ
x (ag gy, | U || e jo) Sar, o, Ojrj,- (4-83e)

a
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